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“Como si se tratara de alguna finalidad practica, los geémetras hablan siempre
de cuadrar, prolongar, agregar, cuando en verdad la ciencia se cultiva con el
tnico fin de conocer”.

PLATON (Reptiblica, Libro VII, 527)

“Los cientificos estudian la naturaleza no porque sea 1til, sino porque encuentran
placer en ello, y encuentran placer porque es hermosa. Sino lo fuera, no mereceria
la pena conocerla, y si la naturaleza no mereciera la pena, la vida tampoco. No
me refiero, claro esté, a la belleza que estimula los sentidos, la de las cualidades y
las apariencias; no es que menosprecie tal belleza, nada mas lejos de mi intencion,
mas ésta nada tiene que ver con la ciencia; me refiero a esa hermosura més
profunda que emana del orden armonioso de las partes, susceptible de ser captada
por una inteligencia pura”.

HENRI POINCARE

“De la geometria fractal de la naturaleza. La existencia de estas formas repre-
senta un desafio: el estudio de las formas que Euclides descarta por informes,
la investigacién de la morfologia de lo amorfo. Los matematicos, sin embargo,
han desdenado este desafio y, cada vez mas, han optado por huir de lo natural,
ideando teorias que nada tienen que ver con aquello que podemos ver o sentir”.

BENOIT MANDELBROT

“Claramente algo mas que pura matemdtica es necesario para entender porqué
la naturaleza nos confronta sélo con procesos en los cuales la entropia aumenta,
aunque los procesos inversos son igualmente consistentes con las ecuaciones de
movimiento microscopicas. Justificar la mecénica estadistica de los procesos
irreversibles es el problema fundamental”.

N.G. van KAMPEN






Prdlogo

Este texto es el resultado de varios cursos sobre estadistica de no equilibrio,
procesos estocasticos, ecuaciones diferenciales estocéasticas, difusién anémala y
desorden que he impartido durante los tltimos doce anos en el Instituto Balseiro
del Centro Atémico Bariloche (Argentina). La clase de publico a la que va
dirigido incluye estudiantes de Fisica, Quimica, Matematicas, Ciencias en general
e Ingenierfa de nivel universitario. Se considera que los lectores cuentan con la
base de matematicas y elementos de fisica de cuarto ano de una carrera superior.
No obstante, aquellos conceptos fisicos y mateméticos poco conocidos se desa-
rrollan en apartados y ejercicios especiales a lo largo de todo el texto, asi como
en apéndices. En especial, algunos de los conceptos de la mecanica cudntica,
menos familiares para los estudiantes recién iniciados, se presentan brevemente
en los apéndices F, G y en ejercicios guiados en funcién de la necesidad de los
mismos.

Innovaciones

La motivacion fisico-matemaética es el aspecto principal del desarrollo de este
texto. Se presentan temas académicos de la teoria de la probabilidad y proce-
sos estocasticos, asi como nuevos aspectos pedagdgicos en la presentacion de la
teoria estadistica de no equilibrio, las ecuaciones diferenciales estocdsticas y el
desorden. Se tratan en detalle las dos posibles representaciones para los procesos
estocésticos, y se presenta una teoria funcional para resolver ecuaciones diferen-
ciales lineales con ruidos arbitrarios. En particular, en el capitulo 4 se comenta
el problema de la irreversibilidad y se discute, en ese contexto, la dindmica de
Fokker-Planck; se presenta la teoria de relajaciéon de sistemas markovianos no
estacionarios periddicos en el tiempo. En el capitulo 6 se introduce una pre-
sentacién de la teoria del transporte en redes finitas e infinitas y, en general, en
el capitulo 7 se aborda el tema de la difusién anémala. En el capitulo 8 se dan
las bases para establecer la relacién que existe entre los aspectos microscépicos
de la teorfa de respuesta lineal y el cdlculo del coeficiente de difusién en sistemas
amorfos.

Aplicaciones

Distintas aplicaciones y ejercicios se encuentran casi homogéneamente distribui-
dos a lo largo de todo el texto. En el capitulo 2, y como aplicacién de la teoria de
las variables aleatorias, se presenta la teoria de fluctuaciones en torno al equilibrio
termodinamico, debida originalmente a Einstein y posteriormente desarrollada en
detalle y con todo rigor por Callen y Landau. En el capitulo 3 se dan varias apli-
caciones fisicas de la teoria de los procesos estocasticos al estudio de la relajacién
en el area del estado sélido, y también el estudio de las ecuaciones diferenciales
estocasticas y su relacién con la ecuacion de Fokker-Planck mediante el calculo
diferencial estocédstico de Stratonovich. En el capitulo 4 se presentan aspectos
generales sobre el concepto de irreversibilidad, debido a Onsager, y la teoria de
las fluctuaciones temporales (primer teorema de fluctuacién-disipacién). Aqui
también se presentan varias aplicaciones del teorema de fluctuacién-disipacién
a sistemas simples, mecanicos, eléctricos y magnéticos. En el capitulo 5 se dan
aspectos generales de la teorfa de la respuesta lineal debida a Green y Callen, y
del (segundo) teorema de fluctuacién-disipacién utilizando un sistema magnético

IX
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para introducir una presentacién intuitiva del mismo. También se deducen otros
teoremas fundamentales de la teoria de la respuesta lineal y se presentan algu-
nas aplicaciones en el estado sélido. En el capitulo 6 se presenta la teoria del
transporte difusivo en medios ordenados. En particular se pone énfasis en el
andlisis de caminatas aleatorias markovianas (Random Walk) de tiempo discreto
y continuo y, en general, ecuaciones maestras con aplicaciones al estudio de sis-
temas finitos con condiciones de contorno especiales (absorbentes, reflectantes
y periddicas); por tltimo se presenta brevemente el problema de la estadistica
de los tiempos aleatorios de primer pasaje por una determinada frontera. En el
capitulo 7 se presentan dos técnicas alternativas y complementarias para atacar
el problema de la difusién en medios desordenados (amorfos). La primera de
ellas estd basada en la aproximacién de medio efectivo (AME); mientras que la
segunda, se basa en la teoria de caminatas aleatorias no markovianas (CTRW).
Se hace hincapié en el célculo del coeficiente de difusién en medios desordenados,
el anélisis de la variancia del desplazamiento como funcién del tiempo y sus leyes
de escala, universales o no, que dependen del tipo de desorden; por ultimo se
presenta brevemente el problema de la superdifusion y el anélisis de la difusion
con estados internos. El capitulo 8 esta dedicado a ciertos aspectos cuanticos del
problema del transporte y la irreversibilidad. En particular, se discute en detalle
la formulaciéon de Kubo para el analisis de la respuesta lineal desde un punto
de vista microscépico (tercer teorema de fluctuacién-disipacién) y el célculo de
la conductibilidad eléctrica (férmula de Green-Kubo). También se discute, am-
pliamente, la férmula de Scher y Lax para el célculo, en el limite clasico, de la
conductibilidad eléctrica en materiales desordenados (no metélicos); se presen-
tan algunos ejemplos y aplicaciones en un gas de Lorentz; finalmente se discute
la relacién entre la difusién anémala y ciertas caracteristicas de la geometria
fractal.

Diseno del curso

Este libro de texto puede servir como curso de introduccion al estudio de los
procesos estocésticos y sus aplicaciones en fisica, ingenieria, quimica y biologia.
En este caso los capitulos 1 y 3 constituyen el niicleo de un curso sobre variables
aleatorias, procesos estocasticos y su relacion con las ecuaciones diferenciales
estocdsticas. El capitulo 2 sirve como presentacién de la teoria de Einstein
acerca de las fluctuaciones en torno al equilibrio termodindmico, mientras que
los capitulos 4 y 5 finalizan el curso de estadistica de no equilibrio con el andlisis
de la irreversibilidad en el contexto de la ecuacién de Fokker-Planck y la teoria
de respuesta lineal.

También se puede disenar un curso de introduccién al estudio de la difusion
anomala en medios desordenados, o amorfos, y su relaciéon con el céalculo de
los coeficientes de transporte en el contexto de la teoria de respuesta lineal,
cuyo estudio puede ser independiente de los capitulos 2, 3 y 4. En este curso
los capitulos 6 y 7 dan una presentaciéon detallada del problema de la difusion
anomala. El capitulo 8 esta dedicado a la presentacion microscépica de la férmula
de Kubo para el calculo de la conductibilidad eléctrica; en particular, en el
apéndice G.1 se presenta una demostracién alternativa de la férmula de Kubo (o
tercer teorema), la cual, desde el punto de vista pedagdgico, es més sencilla que
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la originalmente introducida por Kubo, puesto que en esta nueva presentacién
no se hace uso del dlgebra de superoperadores (operador de Liouville-Neumann),
sino, mas bien, de conceptos elementales de la teoria de perturbacién dependiente
del tiempo de la mecanica cuantica.

En general, a lo largo del texto existen distintas opciones a la hora de realizar los
ejercicios; en particular, los ejercicios rotulados como “optativos” deberian omi-
tirse en una primera lectura. Por otro lado, las secciones y capitulos senalados
con un asterisco son temas mas avanzados que deberian postergarse a una se-
gunda lectura del texto. Los apéndices A a H estan escritos con la finalidad de
presentar por completitud ciertos aspectos fisico-matematicos de algunos temas
tratados en el texto. Por ultimo, los apartados rotulados como “excursus” son
comentarios especializados para aquellos lectores que quieran conocer mas sobre
el tema.

La historia de la ciencia muestra que el interés por el ruido (fluctuaciones) fue
variando en funcién de su entendimiento. Durante el siglo XIX el ruido fue
considerado una “molestia” tanto en la fisica tedrica como en la experimental.
A comienzos del siglo XX el estudio de las fluctuaciones en torno al equilibrio y
sus simetrias daban origen a la teoria de la respuesta lineal, la cual abarca con
majestuosa elegancia los pioneros trabajos de Onsager (fluctuacién-disipacion);
mientras que en las tltimas décadas del mismo siglo el ruido pasé a ocupar un
lugar imprescindible para el entendimiento de las estructuras autoorganizadas
fuera del equilibrio (sinergética). Simultdneamente, en las tltimas tres décadas,
el desorden (ruido espacial) ocupé también un rol fundamental en la comprensién
del problema del transporte anémalo.

En los dltimos 25 anos la estadistica de no equilibrio ha logrado enormes avances
en el complejo entendimiento de las fluctuaciones y los fénomenos mesoscépicos
inducidos por ruido. Hoy en dia los conceptos de fluctuaciones fuera del equi-
librio, dindmica estocdstica, transiciones de fase inducidas por ruido, resonancia
estocéstica, régimen cadtico, transporte anémalo, desorden, geometria fractal,
etc., se utilizan cada vez mé&s en materias bésicas de las ciencias exactas. Por
este motivo es necesario introducir al estudiante en los elementos basicos de estos
temas a fin de prepararlo para las grandes transformaciones que seguramente se
produciran cuando se cuente con una teoria estadistica unificada de no equili-
brio. Este texto pretende dar las lineas generales para preparar al lector en el
entendimiento de la estadistica de no equilibrio y sus aplicaciones al transporte
anémalo (localizacién, por ejemplo).

XI
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Capitulo 1

Elementos de probabilidad

1.1 Introduccion a las variables aleatorias

El rol principal de la estadistica moderna es develar los misterios de la naturaleza macroscé-
pica, ya sea al explicar o dar expectativas en situaciones de la vida real. Ninguna disciplina
matemadtica ha tenido un espectro tan amplio de aplicacion, desde la Biologia a la Economia,
pasando por la Fisica y la Quimica, como lo ha tenido la teoria de la probabilidad. En
un universo dindmico como éste, a nadie se le escapan las diferencias que presentan los
aspectos dindmicos (no equilibrio) de los estacionarios (equilibrio). Sin embargo, muchos
de los tratados estadisticos estan basados en el andlisis de estructuras de equilibrio [1]. La
teoria de los procesos estocdsticos ocupa un rol fundamental en la descripcién dindmica de
los tratados estadisticos modernos. Alli el concepto de dindmica y el de probabilidad son
los elementos fundamentales para la construccién de una teoria estadistica de no equilibrio
2, 3, 4].

La teoria de la probabilidad puede ser presentada en un contexto axiomético o frecuencial;
y en las préximas secciones describiremos brevemente ambas presentaciones. Por otro lado,
en el capitulo 3 veremos que la teoria de los procesos estocasticos describe los cambios
temporales de la estadistica.

1.2 Esquema axiomatico*

Un evento® (algo no predecible con certeza) es simplemente un miembro de un cierto espacio
de muestra. Por ejemplo, consideremos la posicién del centro de masa, el momento angular,
y la polarizaciéon como elementos del espacio de muestra S de todas las moléculas de HoO
en un vaso de agua. Asi, un evento A podria ser el encontrar 250 moléculas con igual
polarizaciéon en un determinado volumen AV “alrededor” de un punto r del espacio. Una
situacién més sencilla, al determinar el valor esperado? de un evento arbitrario A, se da
cuando en el espacio de muestra S hay una enumeracién exhaustiva de los posibles eventos
elementales. Por ejemplo, un dado “honesto” de seis lados puede mostrar cualquiera de sus
caras, numeradas del 1 al 6, cuando lo lanzamos en un juego. En este caso el espacio de

IEvento o suceso suelen ser nombrados indistintamente en el idioma espafiol.
2En muchas ocasiones suele sencillamente llamarse ezpectacién de A.
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muestra es el conjunto S = {1,2,3,4,5,6}, y un evento particular A podria ser, por ejemplo,
el obtener un nimero par en una “tirada” del dado. Obviamente, como hay 3 posibilidades,
la probabilidad de este evento serd P(A) = 1/2. La teorfa axiomdtica de la probabilidad
estd formulada de manera que sea lo mas general posible para que abarque situaciones como
las recién comentadas, y ain mas complejas [5].

En el esquema axiomético los nimeros P(A), P(B), P(C),--- dan las probabilidades de
todos los posibles eventos A, B, C - - - en un experimento dado. Si denotamos por S el espacio
de muestra, entonces todos los eventos cumplen que A € §,B € §,C € §---. Luego, en
una presentacién axiomadtica, la probabilidad es el nimero (dnico) que se asigna a todo
evento que pertenece al espacio de muestra. Ademds, el niimero P(A) asignado a un evento
arbitrario A cumple con los axiomas

P(A) > 0 (1.1)
PS) = 1L

Por otro lado, de la teoria de conjuntos se sabe que

siwe AUB = w es un elemento de A o de B

siw € AN B = w es un elemento que estd en A y en B

A indica el complemento de A, es decir: AUA =8, ANA =0, h=3s (0 es el conjunto
vacio)

A; N A; = () = son conjuntos disjuntos.
Entonces, en la teoria axiomatica de la probabilidad se deduce que

e P(AU B) = Probabilidad de que ocurra el evento A o el B, o ambos a la vez
e P(AN B) = Probabilidad de que ambos eventos ocurran (Probabilidad Conjunta)

e si Ay, A, As, - - son eventos mutuamente excluyentes® (disjuntos) = P(J), A,) =

21 P(An).

Entonces, para aplicar la teoria axiomatica hay que definir el espacio de muestra S y
asignar la probabilidad P sobre ese espacio, es decir los axiomas (1.1).

Ejemplo. En el ensemble* cudntico microcanénico el espacio de muestra estd constituido
por los distintos niveles de energia, y las probabilidades asignadas a cada elemento son
iguales para cada uno de ellos (postulado de igual probabilidad a priori, ver apéndice A).

Ejercicio guiado. Probemos que para todo evento A € S se cumple que 0 < P(A) < 1.
Puesto que A y A son mutuamente excluyentes y dado que AU A = S, de (1.1) se deduce
que P(AU A) = P(A) + P(A) = P(S) =1, entonces 0 < P(A) =1 — P(A) < 1.

Ejercicio. Si Ay, As, As, .-+, Any son eventos mutuamente excluyentes y ademds A; U
AsUA3U---UAN = S, es decir, la unién de ellos representa el conjunto de todos los eventos
posibles, muestre que 25:1 P(A4,)=1.

3Aqui estamos suponiendo una coleccién numerable de subconjuntos A, (eventos). Este es un punto
delicado de la teoria axiomdtica que no serd tratado en el presente texto; ver por ejemplo [5, 6].
4En varios idiomas se usa el término ensemble y significa una cierta “colectividad”.
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Ejercicio guiado. Muestre que un evento que no puede ocurrir tiene probabilidad nula.
Dado que el complemento de S es justamente el conjunto vacio () o no evento (el cual no
puede ocurrir), se deduce que PUS = S, ademés dado que (), S son mutuamente excluyentes
se tiene P(PUS) = P(0) + P(S) = P(S), de donde se deduce que P(()) = 0.

Ejercicio guiado. Muestre que si dos eventos A, B son mutuamente excluyentes entonces
su probabilidad conjunta es nula. Usando que P(A N B) = Probabilidad Conjunta =
P(A; B), y del hecho de que ANB =0y P(0) =0, se deduce que P(A; B) = 0.

Ejercicio optativo. Si By, Bz, Bs,- - -, By son todos los eventos posibles mutuamente
excluyentes, es decir: ngl B, = S, muestre que 27]:]:1 P(A; B,) = P(A). Primero comen-

zamos notando que AN (Ufj:l Bn) = ANS = A. Entonces, como {By,- -+, By} son todos

los eventos mutuamente excluyentes, se tiene que AN B; = () para todo j, y se deduce que

(a0 (Qm)) (U ann) S rianm

n=1 n=1

donde hemos usado que {AN By, AN By, -+, AN By} también es un conjunto mutuamente

excluyente. Por otro lado,
N
P (Am (U Bn>> = P(ANS),
n=1

de donde se deduce lo que se queria demostrar.

Ejemplo. Sea un dado “honesto” de 6 caras (equiprobables P(A;) = 1/6, i = 1,---6,
donde A; representa cada uno de los eventos elementales), luego S = {1,2,3,4,5,6}. Con-
sidere ahora los siguientes subconjuntos (o eventos A, B,---): 0, S, {1,3,5}, {2,4,6}. En-
tonces un nimero positivo P(A), P(B), -+ puede ser asignado a cada uno de los eventos
antes mencionados.

1.2.1 Probabilidad condicionada

La probabilidad de que ocurra el evento A condicionado a que el evento B sea cierto, se
denota comunmente en la forma P(A | B) y esta dada por el cociente de dos probabilidades:

P(A|B) = %, (1.2)

donde P(A4; B) es la probabilidad conjunta. Obviamente esta magnitud tiene sentido sdlo si
el evento B # (. Es decir: la condicién B tiene que ser un evento posible.

Ejercicio optativo. Muestre que P(A | B) es una probabilidad y cumple con todas las
condiciones establecidas anteriormente.

Ejercicio optativo. Si Ai, As, As,- - -, Ax son todos los posibles eventos mutuamente
excluyentes, muestre que 271:7:1 P(A, | B)=1.

Ejercicio guiado. Considere una caja C7 con 3 bolitas azules y 1 blanca, y otra se-
gunda caja C5 con 2 bolitas azules y 1 blanca. Se elige al azar una de las cajas y luego
se extrae de ella 1 bolita. Calculemos cudl es la probabilidad de que salga una bolita azul.
Obviamente, el resultado del experimento puede ser cualquiera de las 4 + 3 bolitas, es de-
cir § = {a1,a9,as,a4,as5,b1,b2}. Podemos representar el problema de la siguiente forma
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esquematica
caja C caja Co
evento A [ay,as9,a3| [aq,as

evento B | b by

Entonces podemos definir los siguientes subconjuntos

C; = {bolitas de la caja 1} = {aq1, a9, as, b1}

Cy = {bolitas de la caja 2} = {a4,as,b2}
A = {bolitas azules} = {a1, as, az, as, a5}
B = {bolitas blancas} = {b1,b2}.

Ademéas damos por supuesto que elegir una u otra caja es absolutamente equivalente, es
decir: P(Cy) = P(Cs2) = 1/2. Supongamos que se elige la caja 1, como todas las bolitas
tienen igual probabilidad de salir, entonces la probabilidad condicionada de sacar una bolita
azul de la caja 1 es P(A | C1) = 3/4. Por otro lado, si se elige la caja 2, la probabilidad
condicionada de sacar una bolita azul de la caja 2 es P(A | C3) = 2/3. Entonces, usando
(1.2) para escribir la probabilidad conjunta P(A;C;) y sumando sobre los eventos C; se
deduce que la probabilidad de sacar una bolita azul es:

17

P(A) = P(A| C1)P(Cy) + P(A| C2)P(Cy) = = - +§.%:ﬂ.

B~
N | —

1.2.2 Teorema de Bayes

Dado que P(AN B) = P(A; B), y usando (1.2) se deduce que®
P(A;B) = P(A|B)P(B)
P(A; B) P(B| A)P(A),

donde P(A | B) es la probabilidad “inversa” de P(B | A). Luego esta probabilidad inversa
viene dada en términos de P(B | A) por

p(a|B) = ZBIAPA) 1'3?;; &

1.2.3 Independencia estadistica

En el contexto de la teoria de la probabilidad, se definen eventos independientes si la probabi-
lidad condicionada sobre algiin evento (o eventos) no tiene ninguna influencia en el célculo
de dicha probabilidad. Es decir: P(A | By, -+, B,) = P(A), de lo cual se deduce que la
probabilidad conjunta P(AN By N---N B,) puede expresarse

P(A, Bl; e ';Bn) = P(A)P(Bl) T P(Bn)

Ejercicios optativos. Sean A, B subconjuntos de un espacio de muestra S. Si P(A) y
P(B) designan las probabilidades que ocurran los eventos A y B respectivamente, interprete
geométricamente (con diagramas de Venn) los siguientes resultados:

5Note que la probabilidad conjunta satisface: P(A; B) = P(B; A). Cuando introduzcamos el concepto de
proceso estocdstico utilizaremos esta misma propiedad, aunque en ese caso estaremos involucrando eventos
en distintos instantes de tiempo (ver capitulo 3).
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e P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B). Pero si los eventos son excluyentes: AN B = (),
se observa que

e P(AUB) = P(A) + P(B).
Definimos eventos independientes si y sélo si P(AN B) = P(A)P(B).

e Muestre que eventos excluyentes y eventos independientes no son sinénimos.

e Calcule la probabilidad condicionada P(A | B) para el caso en que A, B sean even-
tos independientes.

1.2.4 Variable aleatoria

Cuando los posibles eventos A1, As, - - - de un espacio de muestra S son los niimeros reales,
dichos eventos son evidentemente mutuamente excluyentes. Entonces es factible interpretar
esos niimeros® como los posibles valores de una variable aleatoria (va). Es decir, una va X
es una funcién desde el espacio de muestra S en un espacio de estados (los reales en este
caso), o sea X : § — R..

Una de las ventajas de introducir el concepto de va radica en la simplificacion del manejo
de diferentes funciones de va, por ejemplo: e'*, X", etc. Cuando se estudian ecuaciones
algebraicas con coeficientes constantes y esos coeficientes son va, las raices, en este caso,
tendran asociados diferentes valores de expectaciéon o distribuciones de probabilidad. El
estudio de ecuaciones diferenciales en presencia de va y la modelizacién del transporte en
sistemas amorfos son algunos de los importantes campos de aplicacién del concepto elemental
de va. Usando este concepto es posible conocer” el valor medio (vim) de la solucién formal,
dada ésta como funcién de las va involucradas en el problema.

Si los valores posibles de la va X consisten en un conjunto numerable de nimeros
r1,To, -+, decimos que la va X es discreta. Mientras que si los valores posibles de la
va X consisten en los niimeros dentro del intervalo [a, b], decimos que la va X es continua.
En general, llamaremos al espacio de muestra de una va X su dominio, soporte, etc. y lo
denotaremos por Dx. Entonces, en el contexto de la teoria axiomatica de la probabilidad
cada evento de la va X, es decir, los nimeros x1, x2, 3, - -+, tendra asociado una probabilidad
P(x1), P(x3), P(x3),- - -; y por el andlisis antes mencionado se cumple que

> P(z,) = 1. (1.3)

En el caso especial en que sélo un evento es cierto, por ejemplo el z,, y ninguno del resto
puede ocurrir tendremos que
P(zy) = bnp,

donde 6, ;, es la delta de Kronecker y simboliza que 6,, , = 1 si n = p, y es cero en cualquier
otro caso.

En caso de que la va X sea continua y, por ejemplo, definida en un intervalo (cerrado
o abierto) Dx, aparecen nuevas dificultades en la teoria, pues la férmula (1.3) no puede

6Los simbolos R y C representaran los niimeros reales y complejos, respectivamente.
"Es decir formular su célculo.
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aplicarse.® Es necesario entonces introducir una probabilidad P(z;) dzj, la cual tiende a
cero cuando el elemento diferencial dz; tiende a cero. En este caso el evento que contiene s6lo
un numero aislado, por ejemplo zq, tiene probabilidad cero. Cuando la va X sea continua
la normalizacién, en lugar de ser (1.3), adopta la forma generalizada

/ P(z) dx = 1. (1.4)
Dx

Entonces, la probabilidad de que la va X, con dominio Dx = [a,b], tome un valor menor
que el nimero x (donde a < y < b) viene dada por

Prob.[X < x| = /X P(z) du.

FEjercicio. Muestre que la Prob.[X < x] es una funcién creciente de x, acotada a 1, y
que la derivada de Prob.[X < x] con respecto a x es la densidad de probabilidad P(x).
En algunas ocasiones (cuando se necesite) denotaremos esta densidad de probabilidad en la
forma Px(x), pero en la mayorfa de los casos usaremos la notacién abreviada.

Si la funcién Prob.[X < x] es discontinua en algin lugar, la densidad de probabilidad
P(x) puede no existir.” Sila va X es continua y sélo tiene el evento cierto z,, es necesario
introducir una nueva notacién. Para esta clase de distribucién de probabilidad denotaremos

Px(x) = 6(x — zp),

donde 6(xz — z,) es la delta de Dirac; esta densidad sera brevemente definida en la préxima
seccion. Su significado tiene sentido sélo bajo el signo de integral, es decir:

f(zy) = / 5z — ) f(x) da,

y cumple con la propiedad de normalizacién (1.4).
Ejercicio optativo. Muestre que si X es una va discreta, su distribucién de probabilidad
puede ser formalmente descrita como una va continua usando la delta de Dirac, pues:

P(z) = ZP(wn)é(:r — Tp). (1.5)

1.3 Esquema frecuencial

La probabilidad es una medida para cuantificar nuestra expectacién [7], después de hacer n
experimentos idealmente idénticos, al intentar detectar un evento A. Entonces, P(A) serd
su probabilidad si nP(A) es un valor del niimero de veces que ocurre el evento A.

8El hecho de que el espacio de muestra no sea numerable, como ocurre con los niimeros reales en un
intervalo cerrado, introduce dificultades que s6lo pueden ser salvadas si se incorpora el concepto de densidad
de probabilidad. Los matematicos resuelven esta dificultad definiendo el evento A(x;,dz;) que significa el
conjunto [z; <z < x; + dx;].

9Sin embargo, la singularidad introducida por alguna clase de discontinuidad no puede ser més abrupta
que la delta de Dirac (ver préxima seccién).
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1.3.1 Densidad de probabilidad

La base de toda teoria estadistica esta centrada en el concepto de probabilidad. De acuerdo
con el esquema frecuencial, si A es un evento que ocurre m veces en un experimento realizado
n veces, en el limite n — oo tendremos

m/n — P(A),

donde P(A) es la probabilidad de ocurrencia del evento A. El detalle de cuén grande ha de
ser el nimero n es un problema que no puede ser contestado con rigor matematico.

Cuando decimos que una variable aleatoria (va) estd dada, estamos significando que
conocemos las propiedades estadisticas que la caracterizan.'® Una de las caracterizaciones
mas simple de una va X es su valor medio (vim). Si x1, za, 3, ... son los valores “obtenidos”,
“ocurridos”, “sucedidos” en un experimento dado, el vim de la va seré:

T1+ T4+ 2Ty

(X) = lim , (1.6)
n—oo n
aqui los nimeros x1, X2, 3, ... representan los posibles eventos del dominio Dy de la va X.

O sea, (X) es el limite de la media aritmética de los valores obtenidos cuando este limite
aumenta indefinidamente (jen lo que sigue supondremos que este limite existe!). Otras
caracteristicas de una va pueden ser definidas, también, a partir de vim de funciones mas
complicadas, por ejemplo: f(X) = X2, g(X) = exp(ikX), etc. En particular, consideremos
en qué condiciones se cumple la desigualdad X < x; o sea, queremos conocer la

Prob.[X < x].

Esta probabilidad puede ser calculada considerando el vin de la siguiente funcién de la va
X

=1siz>0
e=0(x—X), donde ©(z) { —0siz<0, (1.7)
entonces, si €1, €, €3, ... son los valores obtenidos en el experimento, el vin de ©(y — X)
sera:
Prob.[X < x] = (O(x — X)) = Jim €1+ €24+ €] /n. (1.8)

Teniendo en cuenta la definicién de la funcién escalén ©(z), vemos que la Prob.[X < x] es
justamente el cociente m/n, donde m es el nimero de desigualdades vélidas z; < x, (1 <
1 < n)yn es el nimero de muestras o “tiradas”. Es decir,

Prob.[X <] = lim —. (1.9)

n—oo N

Si analizamos (©(x — X)) como funcién del parametro y, podremos definir la funcién de
distribucién acumulativa Fx(x) de la va X en la forma

1015 teoria de la probabilidad axiomé&tica da un tratamiento més abstracto que el esquema frecuencial.
En el esquema aziomdtico el eje real x es reemplazado por el espacio de eventos S = Dx, el intervalo
diferencial  + dx por un subconjunto A C S perteneciente a una familia de subconjuntos cerrados bajo
unién e interseccién (una o—algebra) [6, 5]. La funcién de distribucién asigna un nimero no negativo P(A)
a cada subconjunto del &dlgebra de tal manera que P(S) = 1, donde P recibe el nombre de densidad de
probabilidad. Ademds, cualquier otro conjunto f(A) serd también una va.
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Fx(x) = (6(x — X)). (1.10)
Entonces su derivada es la llamada densidad de probabilidad
dF X
Pe(0 = 0 e = [T pe) av. (111)

Si aplicamos (1.10) en (1.11) y derivamos bajo el signo de vim, obtendremos una definicién
alternativa para la densidad de probabilidad

Px() = (6(X = X)), pues 8(2) = =2, (112)

donde 6(z) es la delta de Dirac. En lo que sigue estaremos més interesados en la densi-
dad (o distribucién) de probabilidad Px(x) que en el célculo de la funcién de distribucién
acumulativa Fx (x).

Notas sobre la delta de Dirac

Aquellos lectores que no estén familiarizados con esta distribucién pueden pensar en ella
como el objeto matematico (singular) que aparece en la transformada de Fourier de una
funcién continua por trozos y absolutamente integrable en [—oco, 00| (0 sea, funciones lisas
f(x)). El teorema de Fourier establece que

@) = %/_o;du/::dz F(2) exp (i (2 — 2).

Intercambiando el orden de integracién podemos definir el objeto 6(z — ) (el cual diverge
para z = x). Este objeto sdlo puede ser considerado bajo el signo de integracién, ademads
al multplicar a éste por una funcién arbitraria f(z), su integral da la misma funcién f(z)
evaluada en z, es decir,

f<x>=/°° dz f(2) 8(z ),

— o0

de donde se deduce la definicién de la delta de Dirac (6—Dirac)

6(z —x) L /OO du exp (iu(z —x)) . (1.13)

:% .

1.3.2 Propiedades de la densidad de probabilidad Px ()
1. Se define positiva [se deduce inmediatamente de la definicién (1.12)].
2. Estd normalizada [se demuestra trivialmente pues (1) = 1].

3. Px(x) caracteriza completamente a la va X. La densidad Px(x) permite calcular
cualquier momento:

<X’m>:/XmPX(X) dy para m=1,2,3---.

En particular, al segundo momento centrado <(X —(X ))2> se le llama dispersién o

variancia y da una idea del ancho de la distribucién Px (x).
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4. Px(x) permite calcular el vim de cualquier funcién de la va X. Dado que f(z) =
J f(2)6(z — z) dz , se ve inmediatamente que

</f(z)5(X ) dz> (1.14)
= [ 60 -2) di= [ fG)Px(e) dx

FEn el caso de que la va X sea discreta, su probabilidad puede ser incorporada dentro del
mismo formalismo de una densidad de probabilidad mediante la utilizacién de la delta de
Dirac (ver ecuacién 1.5), razén por la cual de ahora en adelante sélo trabajaremos suponiendo
que la va X es continua, salvo indicacién de lo contrario. Por otro lado, en ocasiones
omitiremos la notacién redundante y simplemente escribiremos P(x) para indicar la densidad
de probabilidad Px(x) de la va X.

(F(X))

1.4 Funcion caracteristica

Alternativamente podemos caracterizar una va X mediante el desarrollo de Fourier de la
densidad de probabilidad, es decir: a partir del vim de la funcién exp(ikX). El conocimiento
de este vim permite, muchas veces, facilitar enormemente el andlisis estadistico. Definimos

G (k) = (exp (ik X)) = /D exp (k) Px (x) da, (1.15)
entonces
Py(z) = % /_ " exp (Cikz) G () d, (1.16)

donde Dx es el espacio de muestra (dominio) de la va X, y Gx (k) es la funcion carac-
teristica. Su conocimiento permite el calculo de todos los momentos de la va X. Si estos
momentos (X™) existen, Gx (k) es desarrollable en serie de Taylor alrededor de k = 0, es
decir:

(exp(ik X)) = Z(ig,nL My, (1.17)
m=0 :
M, = (Xm>:iim$€—mmGX(k) ko -

Nota. La funcién Gx (k) estd bien definida para todo k& € R., es continua y satisface
Gx(0) =1, |Gx (k)| <1 (su prueba se deja como ejercicio para el lector). En ocasiones
omitiremos notaciones redundantes y simplemente escribiremos G(k) para indicar la funcién
caracteristica de la va X.

Ejercicio guiado. Si el espacio de muestra de la va S son los enteros!! Dy = Z, y
observando que (compare con la definicién de la delta de Kronecker)

; ! 1 sis=s
fzk(sfs)dk: ,
¢ { 0 sis#s,

1 2w

2 Jo

11De ahora en adelante reservaremos el simbolo Z para denotar los enteros y A los naturales {1,2,3,---},
cuando no se preste confusién alguna.
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muestre que la antitransformada de Fourier viene dada por

™ 2
P(s) 1/ e~ *G(k) dk ! e~ *G(k) dk.

—T

Ezxcursus. Un resultado interesante que realza la importancia de la funcién caracteristica
lo establece el siguiente teorema:!? si una funcién arbitraria G(k) cumple con las condiciones
(1-3), entonces existe un espacio de muestra D=, una distribucién de probabilidad Px(w)
sobre D= y una variable aleatoria * tal que G(k) = (exp (ik*)) es su funcién caracteristica
[8], donde:

1. G(0) =1.
2. G(k) es continua para todo k € R..

3. Si para todo conjunto de N numeros complejos A1, Ao, -+, Ay, y numeros reales
]{11, ]{32, ey ]CN se cumple: Zij A:)\]G(lﬁ — kj) 2 0.

Como corolario del teorema de Bochner se deduce que si G(k) cumple con los puntos
(1-3) y es analitica en el entorno de k& = 0, entonces el desarrollo de potencia en serie de
Taylor de G (k) converge y sus coeficientes estén relacionados con los momentos de la va *.

Ejercicio. Sea la probabilidad de Poisson:

n

Py(n) = % exp(—A); n€[0,1,2- ], \ € (0,00),

donde Py (n) da la probabilidad de que la va N tome algin valor natural n (o cero). Muestre
que su funcién caracteristica esta dada por

G (k) = exp[=A(L — exp(ik))] .

Calcule todos los momentos de la va N.
Ejercicio. Sea la probabilidad binomial:
P (n):Lp” 1—p)™™"™; nell,--,M,MeN,pel01]
B nl (M — n)' ) 9 ) ) ) 5 4]

Aqui el “experimento” tiene dos posibles eventos, A y B, con probabilidades intrinsecas
P(A) =py P(B) =1— p respectivamente; entonces, si realizamos M experiencias indepen-
dientes y nos preguntamos por la posibilidad de obtener n eventos A [en cualquier orden de
salida], Pg(n) da esa expectaciéon. Obtenga su correspondiente funcién caracteristica:

Gr(k) = (p exp(ik) + (1 —p) )" .
Ejercicio. Sea la distribucién de probabilidad de Gauss:

—(z —p)

1
V22 P ( 202

128, Bochner; ver también F. Riesz and B. St.-Nagy, Functional Analysis , New York, Frederick Ungar
Publishing (1955).

Px(l') =

2
> i x € [—o0,+o0], {i, 0} € Re,
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donde Py (z) dz da la probabilidad de que la va X esté en el intervalo diferencial [x, x4 dz].
Note que el dominio de la va X es el continuo de valores de la recta real. Obtenga su
correspondiente funcién caracteristica:

o2
Gx (k) = exp <iku - 7k2> .

Calcule todos los momentos de la va X.

Note que, en general, si la probabilidad (o distribucién de la probabilidad) es simétrica,
entonces G(k) € Re.

Ejercicio. Usando la funcién caracteristica de la probabilidad binomial obtenga, invo-
cando un limite adecuado, la probabilidad de Poisson donde A = Mp.

Ejercicio. Muestre que la funcién caracteristica de la distribucién de probabilidad

gamma'!3

Px(x) = b1 e~ xel0,00],{b,c} >0,

€S

(c—ik)"
Note que en este caso la va X tiene soporte estrictamente no negativo; por otro lado, el
caso b = 1 corresponde a la distribucién exponencial. A partir de Gx (k) demuestre que el
momento de orden n de la va X es
, b(b+1)---(b -1
ey bEAD  bn 1)

Cn

Muestre que la dispersién viene dada por 0% = <(X - <X>)2> =b/c.

Ejercicio. Calcule la normalizacién de una distribucién gaussiana con soporte no negativo
y valor més probable en z),.

1.4.1 La ma4s sencilla de las caminatas al azar (Random Walk)*

Considere la suma de varias va X; estadisticamente independientes'* e igualmente dis-
tribuidas
Y,=X1+Xo+--+ X,

donde cada una de las variables X; puede tomar el valor +1 con probabilidad p, g, respecti-

vamente (p 4+ ¢ = 1). La funcién caracteristica de la va Y, vendra dada por
* * *

Gy, (k) = *eikYT‘>P<Y7,) = e b
— eikXi>;(Xi) — (p eik +q e_ik)r_

Definiendo Z = e** y usando el desarrollo del binomio de Newton:

T

(A+B)" =)

n=0

,r! AnBT*n
nl(r —n)! ’

13 Aqui T'(b) es la funcién gamma con argumento b, ver por ejemplo [5].
En la seccién (1.2.3) se presenta el concepto de independencia estadistica. El término Random Walk
proviene del inglés y es equivalente a “caminata aleatoria”.
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10

y [Valor de la suma]

-5

5 10 15 20
r [Nimero de pasos]

Figura 1.1: El valor aleatorio y corresponde a la distancia desde la posicién de partida. El
numero de variables r corresponde al numero de pasos efectuados por el “caminante”. La
figura muestra la representacién de cuatro posibles caminatas aleatorias.

se deduce que podemos escribir

T

r! n _r—mnrz2n—r
GYT(k):ZmP ¢z,

Definiendo una nueva variable “muda” y = 2n—r, podemos volver a escribir la sumatoria
anterior en la forma:

7!
= (r+y)/2,(r—y)/2 7y
Gy, (k) yE_r <r+y>'<r—y>| P q ZY. (1.18)
2 ’ 2 '

De la igualdad Y, = 22:1 X; se deduce que los valores permitidos de la va Y, pueden ser:
y=0,%£1,+2,--- £ r. Entonces, de (1.18) es inmediato observar que

*

y=r
GYr(k) = Z ,Pr(y)elky = ezky>7>r(y) )

y=-r

donde

r! _
’Pr(y) = > p(T+y)/2q(T Y)/2 (1'19)
|

(=) (=
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A partir de lo cual se deduce que P, (y) es la probabilidad de que la va Y, tome el valor y si el
numero de variables aleatorias sumadas es r. Dicho de otra forma: P,.(y) es la probabilidad
de que un “caminante borracho” esté en el sitio y € [—r,7] si ese “caminante” hace r pasos
al azar (hacia atrds y hacia adelante) en linea recta; ver figura (1.1).

Ejercicio optativo. Obtenga de (1.19) [con p = ¢ = 1/2 y pardmetro de red al, en
el limite de “tiempos” largos y “espaciamiento” de la red pequeno a < 1, que P,.(y) —
1/VA4wdt exp,(f;v2/4dt), donde x = ya,t = r7. Entonces, en el limite en que a — 0,7 — 0
se tiene que  x(t)?) = 2dt, donde d = a?/27 es el coeficiente de difusién.

Ejercicio. (Funcién caracteristica de una probabilidad geométrica.) Si se desea
estudiar la distribucién de saltos |s — s| de una caminata aleatoria cuando los pasos “ele-
mentales” estan permitidos a todo alcance, pero con pesos estadisticos cada vez menores a
medida que el salto es mas largo, es 1til considerar la siguiente probabilidad definida sobre
los enteros:

Pis—s)=N (1-7) (7|H’| - 5) Ly e(0,1),]s—5]=0,1,2,3,--.

Note que esta probabilidad estd construida de tal manera que no permite “pasos” de longitud
nula. Muestre que la constante de normalizacién es N = 1/2v y que la funcién caracteristica

es
1— 1-— k
Glk) = —2 JOPE 1), (1.20)
ol 1 —2ycosk +~2
En el capitulo 6 presentaremos un analisis exhaustivo de las distintas clases de “caminatas

aleatorias” (Random Walk) que pueden aparecer, dependiendo de los diferentes modelos de
saltos |s — §'|.

1.4.2 Ejemplos de G(k) no desarrollables en serie de Taylor*

Mostramos aqui algunos ejemplos en los que la funcién caracteristica no puede ser desarro-
llada en serie de Taylor alrededor de k = 0.

e Sea X una va (continua) caracterizada por la distribucién de Lorentz, cuyos
momentos no estdn definidos. A partir de la densidad de probabilidad

_ /m B
P(z) = CEEETER x € [—00,+00],a € Re,y > 0,

se obtiene que la funcién caracteristica es G(k) = (exp (ikX)) = exp (ika — |k|v) . De aqui se
observa que G(k) no es diferenciable en k = 0; o sea, sus momentos no estan rigurosamente

definidos. No obstante, se puede decir que tipicamente la distribucién P(x) estard centrada
alrededor del valor a y tendrd un “ancho” caracterizado por 7.

e Sea S una va (discreta) caracterizada por la probabilidad de Weierstrass, a la
cual en general llamaremos del tipo Lévy

1
P(s) = a2a Zl/a” (6spm + 0s,—pn), s€Dg,a>1,b>1.

n=0
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Es decir: 1/a es la probabilidad de tomar el valor s = Fb; (1/a)? es la probabilidad de
tomar el valor s = Fb%, y asf sucesivamente. Entonces, cuando la cantidad 1/a es pequeiia,
las probabilidades de tomar valores mas grandes son también cada vez mas pequenas. En el
contexto de una caminata aleatoria esta probabilidad conduce a una estructura de “saltos” en
forma de cimulos, muy interesantes, en el espacio real (es decir, no existe una longitud carac-
teristica, unica, para el tamano de los “saltos”, sino mas bien una peculiar autosemejanza
a muchas escalas diferentes, que forma “lagunas” o “ctimulos” de puntos). En mecdnica
estadistica de no equilibrio esta distribucién de saltos da lugar a una serie de fenémenos
criticos que pueden ser estudiados en el contexto de cadenas markovianas [9] (o caminatas
aleatorias, ver capitulo 6). A partir de P(s) se ve inmediatamente que el segundo momento
de P(s) es divergente si b? > a, pues

)= 35 Pls) = LS 20,
Ds n=0

Note que la funcién caracteristica de la probabilidad de Weierstrass esté bien definida para
todo k € R., y es continua en todo el eje real'®

G(k) = 3 exp(iks) P(s) = 2= 3 1/a" cos(b"k). (1.21)
Ds n=0

No obstante ser continua vemos, de la expresién para su derivada segunda:

e ;0(—1)]‘/(2]')! RS0 o)

que d?>G(k)/dk? |j—o — oo, si b*/a > 1 (por ejemplo, considere el término j = 0 de la
suma). De aqui se deduce que el segundo momento de la va s no estd definido, pues éste
diverge. La estructura matemética de la funcién de Weierstrass, G(k), tiene propiedades
extremadamentes complicadas como funcién de k; por ejemplo, G(k) no tiene derivada en
ningtin punto si 0 < Ina/Inb < 1.1

Ezcursus. (Cimulos de puntos visitados.) La funcién caracteristica (1.21) también
puede escribirse en la forma

[ee)

Gk) = a1 cos(k) + a1 Z aim cos(b™ k)

a a?

m=0
a—1

= - cos(k) + éG(bk‘).

Por otro lado, si descomponemos G(k) en dos términos, G(k) = Gs(k) + Gr(k), se puede
comprobar por sustitucién directa en G(k) = 2L cos(k) + LG(bk) que la parte analitica

(regular) tiene la expresion:

o0

a—1 —]{72 m
Gr(k) =1+ — Z: (2m)<![1 )bm/a]'

15Fsta es la funcién de K. Weierstrass presentada en (1872) y que posteriormente fue publicada en Mathe-
matische Werke. II, 71-74, Berlin, Meyer & Muller (1895).

16Puede consultarse un andlisis comprensible sobre esta funcién en: B.D. Hughes, E.W. Montroll and
M.F. Shlesinger, J. Stat. Phys. 30, 273, (1983).
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Entonces, la contribucién singular Gg(k) es una funcién no analitica en k que satisface la
1

relacién de escala Gs(k) = <Gs(bk). A partir de esta relacién se puede comprobar que la
parte singular es de la forma: Gs(k) =| k |* Qu(k), donde p = Ina/Inb y la funcién Q, (k)
es periddica en Inb, o sea, Q,(Ink) = Q,(Ink + Inb). Entonces es posible comprobar que
cuando k — 0 el comportamiento de la variable de Fourier k estd controlado por | k |,
con 0 < pu < 2 si b? > a, donde el exponente yu caracteriza cierta dimensién fractal del
conjunto (cimulos) de puntos “visitados” en la caminata aleatoria (es decir, las posiciones
instantdneas en una caminata aleatoria). Note que aproximadamente se hardn a saltos de
longitud b™ por cada salto de longitud 6™, Esta es la idea bésica por la cual 1 puede ser
asociada con la dimensién fractal en el sentido de Mandelbrot [10]. En la seccién (6.2.3) del
capitulo 6 se muestra una simulacién numérica de este fendmeno. Por otro lado, un andlisis

sencillo del concepto de dimensién fractal se presenta en el apéndice H.

1.4.3 Funcidn caracteristica en una red toroidal*

El caso més simple de una red toroidal [9] con sitios enteros {s} consiste en una red 1D
circular (anillo donde s € Dg = [1,---, N]). A partir de la definicién de funcién caracteristica,
cuando el espacio de muestra es Dg, se deduce que

N
G(k) = exp(iks) P(s). (1.22)

Por otro lado, usando la condicién de periodicidad de la probabilidad P(s) = P(s+ N), se
observa que la variable conjugada de Fourier se discretiza segun kN = 27v, donde v € Z.
Luego podemos concluir que la transformacién inversa de Fourier (discreta) toma la forma:

2y —12Tvs

P(s) = % i Gk = T) exp( ~ ) (1.23)

Esta féormula puede ser interpretada como la aplicacién de una transformacién lineal Q
en un espacio vectorial de dimensién N, donde los elementos matriciales del operador Q

vienen dados por
1 —i27Us
Qus = N eXp( N )
Es decir, usando la notacién abreviada Py = P(s), G, = G(k = Q”T”), la expresién (1.23) se
escribe en la forma

con {v,s} € Dg.

P,=> Q.G

entonces su relacién inversa serd Gy = ) Qs’ulPl,, donde Q7! es la matriz inversa de Q.
Otra forma alternativa de probar la férmula (1.23) se basa en el uso del método de las
imdgenes [11] para construir la probabilidad en una red finita con condiciones de contorno
periédicas en Dg [9].
FEjercicio guiado. (Suma de Poisson.) Si P(s) representa la probabilidad en la red
infinita, mostremos que la probabilidad P(s) en la red toroidal 1D viene dada por la suma:

=400
P(s)= Y P(s+IN). (1.24)

l=—00
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Note que se cumple la condicién de periodicidad P(s) = P(s + N). Por otro lado, a partir
de esta expresién y el empleo de la suma de Poisson [5]:

q=-+o0 q=+00
Z exp (i27mq) = Z 6(m +q), (1.25)
gq=—00 q=—00

podemos también obtener (1.23). Dado que P(s) estéd definida sobre la recta, se deduce que
su funcién caracteristica es G(k) = > .- exp(iks)P(s), entonces la tranformada inversa
viene dada por

Pls +IN) = % /O 7k k) exp ik (s + IN)].

Introduciendo esta expresiéon en (1.24) se deduce que

1 2T l=+o00
P(s)= o /0 dk G(k) l;ooexp [—ik (s + IN)],

ahora bien, usando la suma de Poisson (1.25) se obtiene

12 ey 27l
P(s) = i dk G(k)exp(—iks) Y _ &( 6k + );
l=—00

pero puesto que la integracién en dk sélo se efectiia en la zona [0, 27], se deduce inmediata-
mente que las tnicas contribuciones vienen de los sumandos con [ = {1,-- -, N}, de donde
se obtiene la expresién buscada (1.23). La extensién de esta férmula a redes toroidales nD
es andloga [9].

FEjercicio optativo. A partir de (1.23) vuelva a obtener la férmula para P(s) cuando la
red es infinita (o sea, N — 00). Muestre que en este caso la suma (1.23) se convierte en una
integracién sobre dk en la primera zona de Brillouin: k € [—7, 7.

1.4.4 Funcidén de funcidén caracteristica

De particular interés es el calculo de la distribucién de probabilidad de la suma de un
conjunto numerable de variables aleatorias estadisticamente independientes!'” entre sf (vaei).

Sea r un numero aleatorio entero positivo caracterizado con la probabilidad P,, y {X;}
un conjunto de r vaei con igual distribucién P(X;). Entonces, la suma

Y=X1+Xo+---4+X, con r=0,1,2,3---,

es una nueva variable aleatoria, tanto por el cardcter de cada una de las vaei X; como por
el caracter aleatorio del nimero r de variables. La funcién caracteristica de la va Y esta
dada por

*

Gy(k) = eiky>
_ iPr/---/Xm-~-dXT1L[P(Xj)exp[ik(X1+---+XT)],

17Ver seccién (1.2.3).
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donde hemos usado el hecho de que X son vaei con igual distribucién'®, entonces Gx; (k)

es la misma para cada una de las va X;. Luego, la funcién caracteristica de la va Y viene
dada por

Gy (k) = ip,, { / X P(X) exp(z’kX)} "
r=0

Si usamos el concepto de funcién generatriz (para la variable aleatoria r), o sea:
(o]
fr 2] = ZP,.ZT,
r=0

se observa que podemos escribir Gy (k) en la forma

Gy (k) = fr [Gx (K)], (1.26)

que es la expresion buscada. Note que en general la funcién generatriz y la funcién carac-
terfstica estén relacionadas por f, [Z = e'*] =307 P, et = e“‘””>Pr = G, (k).

Ejercicio. (Caminata aleatoria.) Suponga que Y = X1 + X5 + --- + X, pero donde
7 no es aleatoria, es decir, su probabilidad es certeza para cierto valor de r, digamos en
r =t. En este caso P, = 6,, luego la funcién generatriz de P, es f, [Z] = > P.Z" = Z".
Usando (1.26) vuelva a obtener (1.19).

FEjercicio. (Suma aleatoria de variables gaussianas.) Suponga que X es una va
gaussiana de media nula y variancia 1. Calcule la funcién caracteristica de la suma de
variables X; suponiendo que el nimero de sumandos esté catacterizado por una probabilidad
de Poisson P, = ’)—,r exp(—A) . En este caso la funcién generatriz de P, serd

fr(Z) = exp (A1 = Z]),

y, puesto que Gx (k) = eikX> = e‘k2/2, finalmente se obtiene que

Gy (k) = fr [Z]l gmgy ) = &P (—A [1 — exp (—K%/2)]) -

Muestre que el vim de la va 'Y = er‘:o X es cero mientras que para el segundo momento

se tiene
*

Y2) =\

Ejercicio optativo. (Suma aleatoria de variables geométricamente distribuidas.)
Suponga que X es una va geométricamente distribuida (en (1.20) se dio su correspondien-
te funcién caracteristica). Calcule la funcién caracteristica de la suma Y = 25:0 X;
suponiendo que el wimero aleatorio de sumandos r tiene una probabilidad de Poisson. Cal-
cule la dispersion Y2>. . Qué diferencia tiene esta dispersién comparada con el modelo
convencional de caminata aleatoria?

18 Aqui usamos una notacién abreviada, pues cada una de la va X j tiene una distibucién de probabilidad
Px; (x), pero hemos denotado simplemente P(X}).



18 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE PROBABILIDAD

1.5 Desarrollo en cumulantes

Alternativamente podemos caracterizar una va definiendo sus cumulantes. Estas magnitudes
estan relacionadas con los momentos mediante el siguiente vinculo:

n!

NE

InG(k) =

K. (1.27)

Il
_

n

Es posible relacionar de forma sencilla K,, con M,. Asi, por ejemplo, mediante el calculo

de un “simple” determinante se tiene que
K, =(—1)""'det A,

donde A viene dada por la matriz de n x n

My 1 0 0 0 . Q
My M, 1 0 0
2
Ms My ( 1 )My 1 0
My My (3HM, (S 1
A o My (] )Mz (5 )M
4 4 4

Aqui ( z ) = p!/((p—q)! q!) son los coeficiente binomiales. También es posible obtener

una relacion inversa entre M,, y K, la cual se deja como ejercicio al lector.

Ezcursus. Es posible relacionar diagramaticamente M,, con K, ; ver seccién (1.10). El
desarrollo en cumulantes es 1til cuando estamos interesados en calcular valores medios, y
éstos se pueden obtener mediante perturbaciones alrededor de la longitud de correlacion de
las va implicadas en el problema [12].

Ejercicio. Muestre que los cumulantes de una va X no son sus momentos centrados.
Por ejemplo, los primeros cuatro cumulantes vienen dados por

K = M,

K = Mamdip = (X 20

Ky — M373M1M2+2Mf:<(X7M1)3>

Ky = My—3M2 —4MMs + 12M? M, — 6M7 # <(X - M1)4>

Ejercicio optativo. Estudie un esquema para representar el cdlculo de M,, en funcién de
los cumulantes.
Ejercicio. Muestre que los cumulantes de una probabilidad de Poisson son todos iguales.

Ejercicio. Muestre que toda va X que tenga variancia nula serd determinista (o sea,
singular o deltiforme).
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Ezcursus. Existe un resultado muy interesante que dice que si los cumulantes K,, se
anulan para todo n > N € N, entonces se anulan para todo n > 2 y la va es gaussiana [J.
Marcinkiewicz, Mathematisches Zeitschrift 44, 612, (1939)].

1.6 Teorema central del limite

Se trata de caracterizar la distribuciéon de probabilidad de una suma infinita de variables
aleatorias igualmente distribuidas. Sea, por ejemplo, la siguiente suma

X=X1+X5+ -+ Xy, (1.28)
donde se supone que cada una de las va X; tiene primer y segundo momento bien definido
*
(Xi) = Ml(z) <oo, X7)= M2(Z) < 00.

Aqui se ha usado la misma notacién que en los apartados anteriores, el supraindice (¢) indica
la i-ésima va. Si las va X; son estadisticamente independientes entre si,'° de la suma (1.28)
se deduce que

0'2E<(X—(X>)2>:a%+a§+~-+a]2v, (1.29)
donde o? = Kéi) es el segundo cumulante de la va X;.
El teorema central del limite afirma que cuando N — oo

1

Px(.’E) —
oV 21

exp [f (x — M)? /202] ) (1.30)

aqui M = (X) = Ml(l) + M1(2) + MI(N). Para demostrar este teorema tomemos (sin
pérdida de generalidad) Ml(l) = 0 para toda va X;. Definiendo la nueva va Z en la forma
X1+ X+ + XN

Z 1.31
- , (131)

usando la independencia estadistica y el hecho de que cada una de las va X; esta igualmente
distribuida, se tiene que
0? = No?. (1.32)

Entonces, la funcién caracteristica de la va Z viene dada por la expresion

Gr(k) = (exp(ikZ)) = (exp (ik (X1 + Xo + - + Xn)/ o)) (1.33)

- () = (ovimm)

> , que esta bajo el

X,
En el limite de N — oo podemos desarrollar la funcién exp (zkz .
vV NO'Z'
signo de vim, y quedarnos con el término dominante:

Gy (k) = (1 + G%)Z M )2 + O(N—3/2)>N ~ (1 - %)N (1.34)

9Ver seccién (1.2.3).
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En esta ultima expresién hemos usado nuevamente el hecho de que o7 = M2(Z); entonces,

ES

.y . . < e . N _ .
utilizando la conocida férmula asintdtica limy_, o (1 — N) = e~ 7, se tiene que

. k?
]\}Enoo Gz(k) — exp <—7> , (1.35)

con lo cual el teorema queda demostrado.

Ezcursus. (Ley de la atraccién gaussiana.) Existg una versién més refinada del
teorema anterior, que permite afirmar que la restriccion Xf> = MQ(Z) < o0 es sbélo una
condicién suficiente [6]. De esta manera, en el contexto del teorema central del limite, se
puede probar la existencia de una familia méds amplia de distribuciones que esta dentro
de la base de atraccidn gaussiana. Por ejemplo, si asintéticamente P(X;) ~| X; |72 para
X; — oo se obtiene X12> = o0; sin embargo, P(X;) cumple la versién generalizada del
teorema, central del limite; asi como también otras distribuciones que decaigan mas réapido.

Ejercicio. A partir de la funcién caracteristica (1.35) obtenga la distribucién de proba-
bilidad (1.30).

Ejercicio guiado. (Aproximacién gaussiana.) Considere el teorema central del limite
para obtener una aproximacion a la distribucion de probabilidad de la suma de varias va X;
igualmente distribuidas, con probabilidad uniforme en el intervalo [0, T]. En el caso de usar
solamente dos va represente graficamente y compare la aproximacion Pgauss(X) a partir de
(1.30) con el resultado exacto, que se obtiene de la transformacién X = X; + X». Dado que
P(X;) =1/T se deduce inmediatamente

entonces M = (X) =T y 0% = 0% + 05 = T?/6. Introduciendo estas magnitudes en (1.30)

se tiene que
3 —3(X - T)?
PGauss(X): 2€Xp< ( ) ) .

7T T2

Por otro lado, la expresién exacta para P(X) se puede obtener a partir de su funcién
caracteristica:

. (eikT . 1)2

k212
La inversién de Fourier de G x (k) permite obtener la distribucién P(X); sin embargo, este
cédlculo no es trivial, razén por la cual damos aqui su resultado:

Gx (k) = (expik (X1 + X3)) =

1 oo (kT _q 2 '

2T - X

X
= SO06(T - X)+——;

O(X —T)0(2T — X),

donde ©(X) es la funcién escalén. Alternativamente, y como se verd proximamente en la
seccién (1.13.1), se puede obtener P(X) de forma muy sencilla usando la ley de transfor-
macion para la suma de variables aleatorias.
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1.7 Transformacion de variables aleatorias

Veamos cémo se transforma la densidad de probabilidad Px(z), de la va X, bajo una ley
dada: Y = g(X). La funcién g(X) se supone conocida y su inversa, en general, podria no
ser Unica.

Si la ley de transformacién es monétona (z = h(y), h = g—1), la ley de transformacién
para la densidad de probabilidad es sencilla y viene dada por el Jacobiano de la transfor-
macion:

Py (y) = Px(h(y)) |dx/dy|. (1.36)

En el caso general procedemos de la siguiente forma: primero notamos de (1.12) que
podemos escribir

Py(y) = (6 (Y —y)) = (6 (9(X) —y)). (1.37)

Luego, aplicando la ecuacién (1.14) obtenemos

Py(y) = / 5 (9(X) — y) Px(x) dz, (1.38)

o, simplificando la notacién redundante,

P(y) = / § (g(x) - y) P(z) du. (1.39)

Finalmente, usando las propiedades de la delta de Dirac?’ podemos efectuar la integracién
en (1.39). Entonces si « = h;(y), donde h; es una de las transformaciones inversas, de la
expresion (1.39) se obtiene

P(y) =Y _ P(hi(y)) | dz/dy |o—n,y), (1.40)
=1

que es la generalizacién de la ecuacién (1.36) para el caso de tener r funciones inversas h;(y).
Ejemplo. Sea Py (v) la distribucién de probabilidad de Boltzmann para la velocidad de
una particula libre. Calculemos la distribucién de probabilidad en energia P(FE). Puesto que

E = 1mv? = g(v), se observa que tenemos dos raices

2
v1,2(E) = gl_%(E) =++/2E/m,
entonces | ¢'(v) |v=y;=| mv; |= +v2mE. Por otro lado, dado que

2

mu
Py (v) = \/m/2rkpT exp <_2k’BT> ,

20Para aquellos lectores que no estén familiarizados con la § de Dirac resumimos aqui una de sus
propiedades fundamentales:

6(y(w)—y):zé(w—mn)| ; :

9'(x) la=en

donde r, = gn, ' (y) es la n-ésima raiz (simple) de la ecuacién: g(z) = y.
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y usando P(E) =3, , Pv (g;1 (E)) | 4'(v) |;]1 se obtiene finalmente la siguiente expresién:

E 1 1 E
P(E) =2v/m/2nkpT exp <— kBT> = exp <_kB_T> )

VomE  TEkgT

donde Dg = [0, o0].

Ejemplo. Sea la transformacién de coordenada t. = (A*)_Z/ % entre el tiempo t. y la
va gaussiana * de media nula y segundo momento 1/3. Calculemos la distribucién de
probabilidad del tiempo t., donde D;, = [0,00]. En este caso la transformacién inversa no

es univoca.:
+1

NG

hj (te)

Entonces, de (1.40) se observa que

ZP*(h ’— 57,

y dado que la distribucion de la va * es

1 —w?
Px(w) = exp <—> )
27r% 2/3

se obtiene finalmente que

Pl = 2 3( ! ) 450
te exp | — | —= con > 0.
EWr: 2 \ A2

—5/2

Excursus. Note del ejemplo anterior que, asintéticamente, P(t, > A2/ 3) ~t.”". Este
tipo de distribucion de probabilidad con una ley de potencia suele llarmarse de cola larga
(O(te 5/ %)), y aparece en el estudio de inestabilidades inducidas por ruido (en el capitulo 3
se define el concepto de ruido o proceso estocéstico); es decir, en el andlisis del tiempo de
escape de un cierto “dominio”. Es factible relacionar esta va t. con el “instante” aleatorio
en que se produce el primer pasaje por un determinado lugar [13]; ver seccién (6.6).

1.8 Correlaciones entre variables aleatorias

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de va (X1, Xs,...,X,) = {X,}. El conjunto
{X} estard completamente caracterizado si conocemos la densidad de probabilidad conjunta
n dimensional P, ({X;}), es decir:?!

PXI,XQ,"‘,Xn(xl;mQ; s ';il,'n) = <(5(X1 — .’,131)6(X2 — 1‘2) coee (5(Xn — l‘n)> . (141)

El v de una funcién del conjunto {X} se calculard de la manera habitual (similar al caso
1 dimensional) utilizando la densidad de probabilidad conjunta n dimensional P, ({X;}).

21En general, cuando se trate de muchas variables usaremos la notacién abreviada
Py, Xg,00, X (@1522; - 5 8n) = Pn(X1; X255 Xn) = P ({X;})
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En particular, la correlacién entre dos va se define como
(X1X2)) = (X1 X2) — (X1) (X)),

o sea, el segundo cumulante entre las dos variables.

1.8.1 Independencia estadistica

Si {X;} es un conjunto de n va estadisticamente independientes (ei) entre si, entonces
P, ({X;}) se reduce a un producto de n densidades de probabilidad. De aqui se observa,
inmediatamente, que el segundo cumulante se anula idénticamente, pues

<X1X2> = //X1X2 PQ(Xl;XQ) dX1 dXQ, (142)
y si X1, Xs son vaei,
(X1 X,) = / X, Pi(X)) dXa / X, Pu(Xs) dXo (1.43)
= (X1)(X2).

FEjercicio. Sea X una va uniformemente distribuida en el intervalo [0, L]; considere la
transformacién monoparamétrica de coordenada

Y, = In(X/a).

Caracterice completamente la va Y,. Calcule la Prob.[Y, € (0,1)]. Muestre que el vim
(Y1Y2) es
(V1Y) = 2+ 1n(L/2) In(L) — In(L/2) — In(L).

Generalice este resultado para el cdlculo de la correlacién ((Y1Y114)) .
FEjercicio guiado. (Acotando la funcién de correlacién.) Sean * y © dos va con
distribucién de probabilidad conjunta P(*;©). Mostremos que se satisface la siguiente de-

sigualdad . .
[ [re-m@nreeyarer < o) *).
También podemos escribir esta desigualdad en una forma més conveniente

REI
(RN

Para demostrar esta tltima relacién nos basamos en que <[a (*—(*)+ (O - (@))]2> >0

*

para todo valor de a € R.. Si desarrollamos el cuadrado de cada uno de los términos se

obtiene ficilmente
*

a® (* = (*)?) +2a((* - (X)(© - (6))) + *(@ —(0))%)
a® *2>> +2a ((0%)) + @2>>

v

0.

Por otro lado, ésto es cierto V a, es decir: el discriminante de esta ecuacién cuadratica tiene
que ser negativo *

((@*)? — *2)) e%) <o.
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De donde se-deduce lexque se queria demostrar. Note que la igualdad se da solamente cuando
((@*) = **))= ©?%))=0.

Ejercicio. Sean * y © dos va con distribucién de probabilidad conjunta P(*; ©). Muestre
que * *
<®*>2 < ®2> *2> )

Habitualmente a esta desigualdad se le llama Inecualidad del Coseno, y se demuestra de
forma analoga a la del ejercicio anterior. Ayuda: use la positividad de <(a* — @)2> para
todo valor de a € R..

1.9 Desarrollo en fluctuaciones

Existen circunstancias en las cuales es conveniente introducir alguna aproximacién para
evaluar el vim de una funcién de variable aleatoria. Por ejemplo, sea X una va caracterizada
por una distribucién de probabilidad Px(z). Supongamos que se desea conocer (f(X)),
donde f(X) es una funcién no lineal. Si las fluctuaciones de la va X, con respecto a su
vim, son pequenas, podemos considerar que la magnitud de los momentos centrados de la
va X es pequena, entonces un desarrollo en serie de Taylor del vin de la funcién f(X) es
de utilidad:

=1 [ .
o0 =3 [ (e, (1.44)

Ejemplo. Aquellos casos en los cuales (1.44) se corta en un determinado valor n* son
particularmente ttiles. Sea, por ejemplo, f(X) = X3. A partir de (1.44) es f4cil observar
que se obtiene el siguiente polinomio

*

XY = (X)* +3(%) (X = (X))°) + (X = (x))*). (1.45)

Si (X) =0, (1.45) es una identidad. Es de hacer notar que (1.45) es vélida cualquiera que
sea la distribucién Px(x).
Ejercicio. Considere en (1.45) las fluctuaciones de hasta el segundo orden y muestre que

*

X3 ~ 3(X) *X2> XY+ 0 (<(X— <X>)3>). (1.46)

De este resultado se deduce que es posible escribir la siguiente aproximacion operacional
para la va X3

*
X3 (X)P 43X X2 -3(X)* 40 (<(X— <X>)3>). (1.47)
*
Si (X) = 0, obtenemos la aproximacién X3 ~ 3X X 2>, a la cual se la suele llamar aproxi-
macién gaussiana.

Ejercicio. Considere el ejercicio anterior, pero ahora con (X) # 0. Usando la aproxi-
macién operacional (1.47) muestre que el tercero y cuarto cumulantes son idénticamente
cero; de ahi que a la aproximacién (1.47) se le llame aproximacién gaussiana.

Ejercicio optativo. Estudie los cumulantes de mayor orden considerando la aproximacion
operacional (1.47).
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1.10 Funcion caracteristica multidimensional

La funcién caracteristica de una probabilidad multidimensional se define de manera andloga
a lo presentado en (1.15). Sea {X;} un conjunto de n va. Entonces

Gn({kl}) = <exp(ik:1X1 4+ tkoXo + -+ -+ anXn» , (148)

y su desarrollo en serie de Taylor, en n-dimensiones, da la expresién para los momentos

o~ (k)™ (iko)™2 « - - (iky) ™ .
Gn({k}) = Z e (X, XMy (1.49)
0

Ejercicio. Muestre que el desarrollo en cumulantes viene dado por

2 (k)™ (iko)™ - - - ik, o
() = > FEAT R (X (50)

Note que el doble paréntesis angular define el cumulante de orden mj . ..m,, entre n-variables
aleatorias. La suma primada indica la ausencia del término donde todos los m; son nulos.
Entonces, de (1.50) se deduce que

warxen = (i) () () w6t

Ejemplo. Mostremos que si hay al menos una va X; estadisticamente independiente de

las restantes n — 1, entonces todos los cumulantes
**

X ..,X;”J". . .X;nn>>

(1.51)

{k1}=0

se anulan idénticamente para m; # 0. Si X es la vaei de las restantes {X;}, entonces
P({X1}) = Po(X1; Xo; - 5 X)) = Pr(X;) Poca (Xus - 5 X X 5 X)), (1.52)
de lo cual se deduce que
Gn({ki}) = Gn(ki ko, - - - k) = Gi(ky)Gno1(k1, - - kj—1, kjer, - - k). (1.53)

Luego, en general,
*%

my m; ma\\ —
X7 7...j)(j g, X n.>> —

(1.54)

= ()" ()" () iG] + mlCa (ke

1.10.1 Desarrollos en diagramas (varias variables)

Sabemos que el segundo cumulante de una va se relaciona con sus momentos inferiores de
la siguiente manera:
2
Ky = My — M;.



26 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE PROBABILIDAD

)-@®@ © )

SR

Figura 1.2: Diagramas representativos de los cumulantes de segundo (a) y tercer orden (b).

Entonces, para dos va tenemos la siguiente generalizacién:
((X1X32)) = (X1.Xp) — (X1) (X2).

Esta relacién se puede representar diagraméticamente de forma sencilla, ver figura 1.2.(a).
Para el caso del tercer cumulante se tiene

(X1 X2X3)) = (X1 XoX3) — {({(X1X2)) (X3) + ((X1X3)) (X2) +

+ (X2 X3)) (X1)} — {(X71) (X2) (X3)}-

De la misma manera se puede confeccionar un diagrama para este cumulante.

Reglas de construccion

En general tenemos las siguientes reglas para la construccién de todos los diagramas [14]:

1. Por cada variable aleatoria X; se introduce un vértice e en el grafico.

2. Cada ligadura doble indica un cumulante del orden del niimero de vértices in-
volucrados.

3. Cada ligadura simple indica un momento del orden del nimero de vértices in-
volucrados.

4. Cada vértice aislado (encerrado) indica el primer momento del vértice.

5. El cumulante de orden n se construye restando del momento de orden n todas
las combinaciones (gréficos) posibles con cumulantes de 6rdenes menores hasta
agotar todas las posibilidades.

Ejercicio. Obtenga los diagramas para representar el cdlculo de otros cumulantes de
orden superior en funcién de los cumulantes y momentos inferiores.
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FEjercicio guiado. (Correlacién entre variables aleatorias.) Sea X una va uniforme-
mente distribuida en el intervalo [0, 27] y sea Y;(X) la transformacién de coordenada

Yi(X) = sen[t + X].

Entonces Y; define una familia monoparamétrica de va (por supuesto, no uniformemente
distribuidas en [0, 27]). Es fécil notar que los momentos impares (Y1Y5 - - - Ya,,,11) se anulan
idénticamente y que, por otro lado, los momentos pares son invariantes ante la traslacién
continua t — t + 7 para todo 7. Para la correlacién de dos “puntos” obtenemos:

1 [ 1
(Y, Y,) = (Y, (X)Y, (X)) = %/ sen[t; + X]sen[ts + X| dX = 3 cos(te — t1),
0

y para el momento de cuatro orden:

1 2m
(Y, Vi, Vi, Yy,) = %/ sen[t; + X]sen[ts + X]sen[ts + X]sen[ty + X] dX =
0

1
3 (cos(t1 +ta —t3 — tg) + cos(ty +t3 — ta — tg) + cos(ty +t4 — to — t3)).

Es facil obtener de forma andloga una expresién general para el momento (Y1Ys---Ya,,) y
sus respectivos cumulantes. El hecho de que las funciones de correlacion sélo dependan de
las diferencias (simetrizadas) de los pardametros t; serd de fundamental importancia en la
definicién de procesos estocdsticos estacionarios. Note también que estas correlaciones no
decaen asintéticamente a cero para grandes separaciones de sus “puntos”, | t; — t,, | — o0;
este hecho es de importancia en la definicién de procesos estocdsticos no ergddicos [ver
capitulo 3]. Por tltimo, note que una funcién de correlaciéon no tiene por qué ser siempre
positiva. Interprete el significado de una correlaciéon negativa.

1.11 Cumulantes de Terwiel*

Otra clase de cumulantes sumamente importante y de gran utilidad en teoria de pertur-
baciones de ecuaciones diferenciales son los cumulantes de Terwiel [15]. Para definirlos es
necesario pensar en el vm de una funcién como el resultado de aplicar sobre ella un ope-
rador de proyeccién?? P = P2. Entonces, si X es una va caracterizada por la distribucién de
probabilidad Px (z) sobre D, definimos los siguiente operadores de proyeccion Py Q = 1—P:

PHX) = (f(X), (1.55)

Qf(X) =1 =PIf(X) = f(X) = {f/(X)), (1.56)

donde, por supuesto, (f(X)) = [, f(z)Px(z) dz, y es sencillo comprobar que PQf(X) =
OPf(X)=0.

228ea el espacio vectorial V =S @ W, todo z € V puede expresarse univocamente como z = « + y donde
z €S yy € W. El operador proyeccién P : V — V definido por P z = x se llama proyector de V sobre S
paralelo a W. Entonces, P es proyector si y sélo si P = P?; ademds en una representacién matricial (espacio
vectorial finito) es facil observar que este tipo de matrices P sélo pueden tener dos autovalores: A\g = 0 y
A1 = 1 (posiblemente multiples).
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Si {X;} es un conjunto de n va caracterizadas por la distribucién conjunta P, ({X,}), el
cumulante de Terwiel de tales variables de define segun:

(X1 X)) =PX1(1-P)X2(1-P)X3---(1-P) X,. (1.57)

Note que este cumulante preserva el orden de las n va X;, {j = 1,---n}. En general, puede
ocurrir que estas variables representen operadores aleatorios, motivo por lo cual el orden
de los mismos es de suma importancia, pues ellos podrian no conmutar. Es interesante
establecer una relacién entre los cumulantes de Terwiel y los momentos habituales. Para
ello presentamos la siguiente relacién

n—1 *
(e Xdr =3 Y (XX (K K)o Xy X,
j=0 1<p1<pz2--<p;j<n

(1.58)
Como ejemplo, escribamos aqui algunos cumulantes de Terwiel no triviales

(X1 X2 X3)p = (X1 X2X3) — (X1) (X2 X3) — (X1X2) (X3) + (X1) (X2) (X3)
(X1 Xo X3 Xy)p = (X1 X2 X5Xy) — (X1) (X2 X3X4) — (X1 X2) (X3X4) — (X1 X2X5) (Xy) +

+(X1) (X2) (X5X4) + (X1 X2) (X3) (Xa) + (X1) (X2X3) (Xa) — (X71) (X2) (X3) <Xzz> )
1.59

Ejercicio. Muestre, explicitamente, la diferencia entre un cumulante “habitual” de orden
tres y el cumulante de Terwiel (X1 X2X3) .

Note que si todas las va X; son estadisticamente independientes entre si, entonces es facil
observar que el cumulante de Terwiel se anula idénticamente. En los siguientes ejercicios se
establecen otras propiedades interesantes.

FEjercicio. Muestre que los cumulantes de Terwiel tienen la propiedad de “particion”.
O sea, si el conjunto de n va estd ordenado de forma tal que las s primeras va forman
un conjunto de va independientes de las restantes n — s, el cumulante de Terwiel se anula
idénticamente. (Ayuda: use el hecho que P = P2.)

(X1 XeXop1 - Xp)p = 0. (1.60)

Ejercicio. Muestre que si los primeros momentos son nulos, entonces la expresién para
los cumulantes de Terwiel (X --- X --- X,,) se simplifica notablemente.
Excursus. Considere la siguiente sumatoria de cumulantes de Terwiel de cuarto orden

o0

> (XXX X,

Jik,lym =—o00

donde {j,k,l,m} € Z, y analice el caso cuando todos los primeros momentos son nulos.
Considere la situacién cuando la sumatoria excluye indices contiguos iguales. Si para cada
valor de {j, k,l,m} las va son estadisticamente independientes entre si, estudie la clase de
cumulantes de Terwiel

(X Xe XiXm)p

que dara una contribucién no nula a la sumatoria mencionada. Trate de dibujar “diagramas”
para caracterizar estas contribuciones [16].
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1.12 Distribucién gaussiana (varias variables)

De la definicién (1.50) se deduce que si todos los cumulantes, excepto aquellos donde se
cumple

se anulan idénticamente, estamos en presencia de una distribuciéon gaussiana n dimensional.
Entonces, a partir de la definicién de funcién caracteristica se tiene que

Q
— 1 ¢ o
Gn({kp}) = exp Zlajkj + 5 Z gjl1 (ij)(lkl)} . (1.62)
j=1 7l=1
Luego, los primeros momentos se obtienen en la forma
X = (=) Gl =a, (169
Nk ) s '
%) = (5 ) (500 ) Gullhs))]|  =outa, (1.64)
g 82]@ alkl " P {kp}:() N Ujl aJal’ '

con lo cual la matriz de variancia (covariancia si j # [) queda caracterizada por
(X — (X)(Xp = (X)) = 041 (1.65)

La funcién de distribucién de probabilidad viene dada por la transformada inversa de
Fourier de G, ({kp}), es decir:

Pn<{X;D}) = Pn(XIE"';Xn) Q (166)
+o0 S n 1 n
= (@m™ o[ ex iajkj + 5 ) o (ik;)(iki)
/_oo /_O(02 P ; 2; l 1 }

X exp _ZZXJk]} H?:l dkj

j=1

Puesto que o0;; es una matriz de covariancia (definida positiva®®) y por lo tanto es
simétrica, se deduce que
o' =o' (existe inversa)
15 =5
/2 1/2 (existe /) 1.67
0, =0 existe /o (1.67)

0131/2 zaj_ll/Q (existe (/o)™1).

23En general, una matriz a € C es definida semipositiva si la forma cuadritica asociada es definida
semipositiva. Es decir, si los elementos aj; cumplen las condiciones a;; > 0y ay - aj;— | ay; 2> 0, Vj,l.
Este hecho asegura que los autovalores de la matriz a serdn A\; > 0. Se dice que una matriz es definida
positiva si cumple extrictamente la condicién mayor que cero. Ver también secciones (4.2.1) y (6.1.1).
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Introduciendo el cambio de variable
n

aj = Z [O;Z/le + iO'j_ll/Z (Xl — al)} (168)
=1

en el integrando (1.66), el término de la forma el se puede volver a escribir notando que
-1 1 _
[] = 72%%_52%11 (Xj—aj)(Xl—al). (169)
J gl

Es decir, hemos “diagonalizado” la matriz en el nuevo sistema de coordenadas {a,}. El
Jacobiano de la transformacién viene dado por la expresién?*

dkidks - - - dk,, B daidasg - - - day, -1 - 12 -1
dondo - - - day, <dk:1dk:2 : --dk:n> - {det (‘f >jl ; (1.70)

con lo cual la integracion se reduce simplemente a

/. . ./exp %jﬁ;ajaj} 7, doy = (/m exp(—a?/2) doz)n — 202 (1.71)

— 0o

Finalmente, la distribucién de probabilidad conjunta queda expresada en la forma:
—n ~1/2 1 _
Po(X1; 3 X,) = (2m) "2 [det o] /% exp —52%1 (X; —a;)(X; —al)/ . (172
j?l
que es la distribucién gaussiana multidimensional buscada.

1.12.1 Distribuciéon gaussiana con momentos impares nulos

Sean n va Y; = X; — a;, donde X; son gaussianas de media a;; entonces la funcién carac-
terfstica de las nuevas variables Y; vendra dada por?

Gy({ky}) = (exp(tk1Y1 +---+ik,Y,)) (1.73)
= (exp (tk1 X1 + - - -+ ik, X,) exp (—ikra; — - -+ — ikpay))
— exp (ki — -~ ifyan) Gx({k))

_1 n
= exp TZajl k']kl} 5
7,1

pues Gx ({k,}) esta dada por (1.62). A partir de lo cual se observa que para m € N
(V1Y - Yami1) = 0. (1.74)

Ejercicio. Muestre que una transformacién lineal de coordenadas

X[ =" BunXm + B,

preserva la estructura gaussiana en la distribucién de probabilidad.

24En general, usaremos la expresién “diagonalizar” para indicar que hemos reducido la matriz a su forma
diagonal.

25Note que aqui queremos enfatizar el tipo de va, por ello denotamos Gy ({kp}) para significar Gy, ({kp}) =
Gy1:vas--v,, ({kp})-
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1.12.2 Teorema de Novikov*

Sean r va (X1,---,X,) = {X,} gaussianas de media nula (su generalizacién al caso de
aj # 0 es inmediata), entonces se cumple que?®

(6 £ = X ) (20, (1.75)

J

Para probar (1.75) notemos que si la distribucién conjunta es gaussiana

Q
- I~ _
Po(Xy1;- - X,) = (2m)7"/? [det a1 1/2 exp | —3 Zoﬂl Xle} ) (1.76)

se cumple que (X;X;) = oj;; entonces de (1.75) tenemos

(S H) = Sy (2D, )

J

y multiplicando (1.77) por ¢! obtenemos:
Of({Xp}) Of({Xp})
am FUXL ) o1 Ol <—p = (2P
Z ! P ZZ 0X; 0X
Por otro lado,
>0t (Xt X)) =
eto)”1/? (oo (SR _ _
ot 2 [0 o [0y dX f({X,)) S ot Xioxp (—%Zj,kaj; Xij>.
Esta integral se puede escribir en notaciéon matricial en la forma
>0 (Xt X)) =
—(det o)~ 1/2 poo oo - _
e [ [P Wy dX f(X N5 exp (<3 X 07! X)),

(2m)r/2

entonces integrando por partes se obtiene finalmente
Of({Xp})
Zaml {XP} < 9X L ) (178)

lo cual completa la prueba.

26En el caso continuo (infinito dimensional) se tiene la generalizacién:

() six@ = [ xxen) (LB ar

6f(X(e))
6X(r")

En el capitulo 3 de define con detalle el significado del objeto , €l cual se puede considerar como

la generalizacién de una derivada.
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Nota. Este teorema permite obtener reglas (diagramas) para la confeccién de todos los
momentos de funciones de r va gaussianas.

FEjercicio. Muestre que si {X,} son r va gaussianas con media (X,) # 0, la férmula de
Novikov (1.75) se generaliza de la siguiente manera:

761 = 5 (LR + o (e,

J

donde ((X; X)) es el segundo cumulante.
FEjercicio. Muestre que si {X),} son r va gaussianas de media nula entonces los momentos
de orden par se obtienen, ficilmente, de la férmula:

(X1 - Xop) = Z (X X;) (XiXp) -+ (XpX,) con meN.

simetrizado

POI‘ ejemplo: <X1X2X3X4> = <X1X2> <X3X4> + <X1X3> <X2X4> + <X1X4> <X2X3> .
Ejercicio. Sea X una va gaussiana de media nula y variancia 1 (distribucién normal).
Muestre que para a > 1 el vm de 1/ (a + X?) se aproxima segtin

1 1
~ 1/a®
(a73) = 7+,

mientras que para el limite @ — 0 el vim de 1/ (a + X?) no estd definido. Ayuda: use el
1

1
m> para mostrar que <F> no

teorema de Novikov en la identidad 1 = <(a + X?)

esta definido.

1.13 Transformacién para densidades en n dimensiones

En el estudio de las fluctuaciones tanto en termodindmica de equilibrio como en sistemas
disipativos fuera del equilibrio, el problema matemaético se puede formular en términos de un
conjunto de variables aleatorias. Cabe entonces preguntarse como se modifica la densidad
de probabilidad conjunta de n variables P, ({X;}) cuando se aplica una transformacién de
coordenadas. Supongamos que conocemos las leyes de transformacion:

}/1 = gl(X17X27"'7Xn) (179)
}/2 - 92(X17X27"'>Xn)
Yn = gn(X17X27"'7Xn)7
aqui g1, - -, gn, son funciones supuestamente continuas. Suponiendo que el sistema (1.79) es
invertible, o sea: ©1 = h1(y1,¥%2,---,Yn), etc. (suponemos que las funciones hq,-- -, h, son

todas univaluadas), entonces P, ({Y;}) se transforma segin

Py, vy,..v, (Y5925 - 5Un) = Pxy X0, x, (P15 has o5 Ry ) [ D], (1.80)

donde D, es el jacobiano de la transformacién X — Y. Vemos, entonces, que (1.80) es la
generalizacién multidimensional de (1.36).
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Excursus. Sea A(r) un campo vectorial en R? caracterizado por una distribucién de
probabilidad gaussiana. Sea B(r) = Rotor A(r) un campo asociado. ;Qué se puede decir
de la distribucién de probabilidad del campo magnético aleatorio B(r)? Una coleccién de

resultados interesantes, obtenidos a partir del teorema de transformacién de va, se presenta
en D.T. Gillespie, Am. J. Phys. 51, 520, (1983).

1.13.1 Densidad de probabilidad marginal

Sea el conjunto de dos va { X7, X»} caracterizadas por la densidad de probabilidad conjunta
P5(X1; X2). Entonces, definimos la densidad de probabilidad marginal de la va X; en la
siguiente forma:

Pl(Xl) = /D PQ(Xl;XQ) dX2 (181)

Obviamente, (1.81) se puede generalizar a un nimero arbitrario de va, donde la integracién
serd n — 1 dimensional. En general, una densidad de probabilidad marginal, s dimensional,
se define de forma completamente andloga:

PS(Xl;"';Xs):/ / Pn(Xl;'";XS;XSJrl;"';Xn) dX5+1"'an-
Dx Dx,,

s+1

Ejercicio guiado. Sean X7, X dos va caracterizadas por la distribucién de probabilidad
conjunta P(X;, X2) con dominios Dx, y Dx,. Calculemos la distribucién de probabilidad
de la suma s = X7 + X5. Tomando

i = q(X1,X2) =Xy
Yo = g2(X31,X2) =X; + Xo,
y su relacién inversa:
Xl = hl (Yl) = Yl
Xy = hy(Y1,Y2) =Yo = Y1,
implica el siguiente jacobiano
om
oM Ohy
|Da| = = vl
oY1 0Ys

Luego, de (1.80) se tiene que?”

oh
Py (Y13 Y2) = Px (Vi3 ha (%1, Y2)) | 52

2"Note que aqui es conveniente enfatizar la variable aleatoria involucrada, razén por la cual usaremos
indistintamente la notacién: Pr(Y1;--Yr) = Py (Y15 Yr)
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Entonces la densidad de probabilidad (marginal) de la suma viene dada (con Yo = s =
X1 + Xg) por

P = Po)= [ Arv) dy;

/ Py(¥1;Ys — Y1) dY; = / Px(Xi55 — X3) dXo.
Dy, Dx,
En general, los limites de integracién se deben tomar de acuerdo con la ley de transformacion
y los dominios Dy, y Dx,.

Ejemplo. Considere la situacion cuando dos vaei tienen distribuciéon uniforme en el
intervalo Dx = [0,T]. En este caso la distribucién de la suma s = X3 + X5 viene dada por

P(s)

/ Px(Xl;S—Xl) Xm
Dxl

1 T
— | eCre( - X)e(s - X)e(T s+ X)) dxi,

donde ©(z) es la funcién escalén introducida en (1.7). De aqui se observa que existen dos
situaciones diferentes: si s < T, se tiene que

1 [ s
P(S)Iﬁ/o Xm:ﬁ’

mientras que si s > T, se deduce que

I 2T — s

Por otro lado, la suma esta acotada a s < 2T. Muestre que la transformada de Fourier de
P(s) viene dada por
27 . (eikT . 1)2
Gi(k) = *P(s) ds = ——5mr——
()= [ eep(s) ds = =
y compérela con el gjercicio guiado de la seccién (1.6).
Ejercicio. Demuestre que la densidad de probabilidad (marginal) de la diferencia, pro-
ducto y cociente de las va X7, X5, estan dadas por

Dx,
1
P Xa) = Po)= [ Pe(Xup/X) 5
Dy, | X1 |
PU(Xo/X)) = Plo)= / Py(X1:eX1) | X1 | dX).
Dx,

Ejercicio guiado. Considere el caso en el cual los dominios Dx, y Dx, son no negativos
semiinfinitos, es decir: X; € [0, 00]. Muestre que la distribucién de probabilidad de la suma
P(s) adopta la forma:

P(s) = /05 Px(Y1;8 —Y7) dY;. (1.82)
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Ayuda: para obtener este resultado, simplemente use la expresién del ejercicio guiado con-
siderando que Px (X7, X2) =0si X; <0 y/o X3 < 0, entonces podra escribir:

P(s) = /D Px(Yiss— Y1) (Y1) O(s — V1) dVi,

de donde se deduce (1.82).

Ejercicio. Considere el caso en el cual los dominios Dx, y Dx, son no negativos semi-
infinitos. Muestre que la distribuciéon de probabilidad de la diferencia d = X; — X5 de dos
vaei adopta la forma:

Pld)= [~ Pu(¥) P~ d) dna

Ejercicio. Considere dos vaei con distribuciones de probabilidad (mondtonamente de-
crecientes) de la forma P(X;) = «;exp(—a;X;) con dominios Dx, y Dx, no negativos
semiinfinitos. Pruebe que la distribucién de probabilidad de la suma s = X; + X5 tiene un
méximo, en s* € (0,00), y viene dada por la expresién:

P<8) :/ PXl(Yi) PX2(3 — Yi) dY; = ﬂ (6*018 _ efags) )
0

Qg — (1

1.14 Densidad de probabilidad condicionada

A veces también suele ser necesario trabajar con otra densidad de probabilidad: la probabili-
dad condicionada.?® Supongamos que dividimos el conjunto de n va {X;} en dos grupos,

{X1;~~-7Xs} y {Xs+17~--7Xn};

y que al segundo grupo lo caracterizamos con valores predeterminados {Xg41, -, Xn};
entonces, en estas condiciones, las restantes va estaran caracterizadas por la probabilidad
condicionada

P(X1;...;Xs | XS+1,...,Xn).

Esta densidad de probabilidad contiene mayor informacién que la densidad de probabilidad
conjunta Ps(X7;---;X). La relacién entre esta densidad de probabilidad y la densidad de
probabilidad conjunta n dimensional viene dada por la regla de Bayes (ver seccién 1.2):

Po(Xy;.. 5 X Xoq15..5 Xy)
P(X5 5 X | Xty oy X) = PR

Note que en estas ecuaciones hemos omitido toda notacién redundante. Por otro lado, es
facil reconocer que el denominador del segundo miembro de la ecuacién (1.83) no es mds
que la densidad marginal de las va (Xgy1, ..., Xp)-

Ejercicio guiado. Considere la distribucién de probabilidad conjunta de dos va, con
dominio en [—a, a], dada por

(1.83)

PQ(Xl;XQ) = 7'1'71 6(X12 +X22 — a2).

28T, uego veremos, en el contexto de los procesos estocésticos, que la probabilidad condicionada de dos
tiempos es equivalente al propagador de un sistema dindmico; ver capitulo 3.
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Esta probabilidad representa una distribucién de certeza, es decir “determinista”, para el
radio del vector X = (X1, X3). Calculemos las distribuciones marginal y condicionada. De
la definicién de probabilidad condicionada se observa que si X1, X fuesen vaei, entonces la
probabilidad condicionada P(Xs | X;) serfa una funcién independiente de X;. Calculemos
esta distribucion de probabilidad. Primero necesitamos conocer la distribucién marginal
Pl (Xl)l

a

Pl(Xl)—/ Py(X1; Xo) dXQ—/ 7 (X4 X5 —a?) dXy =

@ dXo/m ¢ dXy/m
8(Xy — /a2 — X2 —+/ §(Xa+ a2 — X2)— 22T
/a (%2 1>|2\/a2—X12| L 1)|—2\/a2—X12|
1/7

Vaz — X2
Note que ambos integrandos contribuyen en la misma cantidad (recuerde que Xs € [—a, al).
Es inmediato comprobar que esta distribucién marginal, P;(X7), estd correctamente nor-
malizada en el intervalo [—a, a]. De (1.83) se deduce que la probabilidad condicionada viene
dada por

7 (X2 + X2 — a2
P(Xy | Xp) = (13()(1)2 ):6(X12+X22—a2)\/a2—X12,

o lo que es equivalente a

P(X, | X)) = % <6(X2 P~ X2+ 6(Xs + 1o — X%)) .

A partir de esta expresion se ve trivialmente que X1, X5 no son ei.
FEjercicio. Sean X7, X, dos vaei y uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1].
Considere la transformacion no lineal:

Gi=v/—2In(X7)cos(2nX3), Gy =+/—2In(X7) sen(27X5).

Demuestre que la distribucién conjunta Py(G1;G2) corresponde a una densidad de proba-
bilidad gaussiana de dos vaei con media nula y variancia 1.

FEjercicio. Sea b una va uniformemente distribuida en el intervalo [0,1]. Considere el
numero aleatorio complejo Z = (1 4 4)b. {Cudl es la distribucién de probabilidad asociada
al nimero complejo Z = Z; + iZ;7 Calcule los momentos (Z") usando la distribucién de
probabilidad conjunta P»(Z71, Z2) y compare los resultados con los que se obtienen a partir
del cdlculo directo: (Z™) = (1 +14)™ (b"™). En general, jen qué condiciones es imprescindible
el conocimiento de la distribucién conjunta Py(Z7, Z3) [17]7

FEjercicio. (Momentos condicionados.) Sean X;, X, dos va igualmente distribuidas y
caracterizadas por P(X7; X2) en un cierto dominio Dx. Estudie la posibilidad de considerar
los momentos condicionados ((X; — X32)™) a que la va X, tome un valor fijo X ". Es decir,
para el primer momento se tiene

<X1—X’>=/ (XI—X’) P(X, | X') dX,.
D

X
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Compruebe que todos los momentos condicionados se obtienen, facilmente, definiendo una
funcién caracteristica condicionada, es decir:

GXl(k;,X’):/ H0=X) poxy | X7 dxy,
Dx
donde ) / ,

P(x1 | X') = P(xi;X) /P(X).

Ezcursus. (Teoria de perturbacién aleatoria.) Considere la ecuacién diferencial
4 P(t) = (H + B)F(t), donde H y B son constantes y B tiene cardcter aleatorio. Mediante
la transformada de Laplace [ver seccién (3.17.3)] se puede convertir esta ecuacién diferencial
en una ecuacién algebraica para la incégnita F'(u), es decir:

uF(u) — F(0) = (H + B)F(u). (1.84)

En particular, interesa estudiar esta ecuacién cuando la cantidad F'(0) no es aleatoria. Si
usamos el concepto de proyector [ver seccién (1.11)] podemos calcular, en forma muy general,
el vim de F(u). Primero aplicamos P a la ecuacién (1.84) y obtenemos:??

uPF — F(0) = HPF +PBF = HPF + PBPF + PBQF. (1.85)
Luego aplicamos Q a la ecuacién (1.84) y obtenemos:
uQF = HOF + QBF = HQF + QBPF + QBOF. (1.86)

La solucién formal de (1.86) es QF = (u— H)~! [QBPF + QBQF] . Esta solucién se puede
resolver mediante un proceso iterativo; entonces, la solucién adopta la forma

QF =Y (GQB)*PF donde G=(u—H)™".
k=1

Si introducimos esta expresién en (1.85), obtenemos finalmente una ecuacién “cerrada” para
el vin de F'(u), es decir:

uPF — F(0) = HPF + PBY_ (GQB)" PF. (1.87)

k=0

Muestre que esta ecuacién se puede volver a escribir en la forma:

u(F) — F(0) = H (F) + <§: {BG(1-P)}f B> (F).
k=0

A partir de este desarrollo en serie es posible observar la estructura de los cumulantes de
Terwiel [15]. Esta ecuacién es el punto de partida para formular una teoria de pertur-
bacién para el cdlculo del valor medio condicionado de la funcién F(t), cualquiera que sea
la distribucién de probabilidad asociada a la cantidad B. En los capitulos 6 y 7 se vera
que el estudio del transporte en medios desordenados estd relacionado con este ejemplo, es

29Por simplicidad en la notacién escribimos F' = F(u).
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decir: una ecuacién diferencial con coeficientes aleatorios. A partir de (1.87) muestre que
si en la serie Y p- , (GQB)" se desprecian todos los términos con k > 1, la solucién en la
representacién “temporal” viene dada por

(F(t)) =F(0) exp[(H+(B))t] con t>0.

Por otro lado, si B tiene cardcter gaussiano, el teorema de Novikov es de gran utilidad y
permite un desarrollo de perturbacion alternativo para calcular PF'; este teorema da origen
a uno de los posibles métodos para estudiar el problema de las fluctuaciones térmicas en
sistemas dindmicos [2], el andlisis de las fluctuaciones térmicas serd tratado en los capitulos
3 v 4. Cabe mencionar que en el caso en que B sea simultdneamente una funcién del tiempo
y de una va, el problema da origen al estudio de las perturbaciones estocésticas [12], este
tema serd presentado con detalle en el capitulo 3. Por tltimo cabe destacar que la expresion
(1.87) también es vélida en el caso en que tanto H como B sean operadores.
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Capitulo 3

Elementos de procesos
estocasticos

3.1 Introduccion

El estudio de la evolucién temporal de la probabilidad es uno de los temas centrales de la
estadistica moderna. Tanto el andlisis de la relajaciéon como de la inestabilidad de un sistema
dindmico pueden ser puestos en correspondencia directa con el estudio de trayectorias X (t)
de va que evolucionan en el tiempo; de aqui la importancia de la definicion del concepto de
procesos estocdsticos [1, 2, 3].

3.1.1 Variable aleatoria dependiente del tiempo

Una variable aleatoria dependiente del tiempo o un proceso estocdstico (pe) es una funcién
aleatoria X=(t) de un argumento real® (continuo o discreto) ¢ € [t;,tf] y una va * sobre
D=. En lo que sigue supondremos que el pe es un escalar, por lo que su generalizacion a
vectores o matrices es obvia. Entonces podemos interpretar un pe como una funcién f de
dos variables: ¢ (el tiempo?) y * (la va).

Xoe(t) = f(2,7). (3.1)

Existen dos “representaciones” para definir un pe:

(I) Representacién en ensemble de realizaciones. Para cada valor w del dominio D= de
la va *, X, (t) = f(t,w) es una funcién ordinaria del tiempo, cominmente llamada funcién
aleatoria o realizacion del pe X=(t). Luego, caracterizar un pe es equivalente a dar el
ensemble de todas las realizaciones® {X,,(t)} , Vw € D~.

11a generalizacién a d argumentos introduce el concepto de campo estocéstico.

2En general, si Xa(z) = f(z,2), donde & es una va y z € R es cualquier variable ordinaria, la relacién
Xa(z) también permite definir un pe (un pe espacial, por ejemplo). Es decir, no es restrictivo que z sea
el tiempo para poder definir correctamente un pe. Sin embargo, el hecho de que z sea la variable temporal
permite una presentacién muy diddctica del concepto de pe [como contraejemplo ver ejercicio guiado de la
seccién (2.3.1)].

3En ocasiones, a una realizacién del pe la denotaremos simplemente en la forma X (t).
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(IT) Representacion en un conjunto numerable de variables aleatorias (representacién m-
dimensional). Para cada tiempo fijo ¢ , X=(t') es una nueva va [en realidad X=(t) es una
transformacién de coordenada de la va * en X=(t')]. Entonces, para un conjunto arbitrario
de tiempos {t;}, el pe X=(t) caracteriza completamente el conjunto de va {X=(t;)}.

Nota. FEn general, para cada t;, estas va no tienen por qué ser ei. Por otro lado, el
dominio de la va X=(t;) puede ser continuo o discreto; ademés, * puede representar una o
varias va.

3.1.2 Funcional caracteristica (representacién en ensemble)

En la representacién (I) podemos calcular valores medios sobre las realizaciones (obteniendo
asf funciones ordinarias de t) simplemente promediando con la distribucién de probabilidad*
Px(w), es decir:
(X=(t)) = X,(t) Px(w) dw. (3.2)
D
Esta expresién es valida para todo t € [t;,t¢]. En general, los momentos en distintos tiempos
(arbitrarios) se calculan segun la férmula:

<X*(t1)X*<t2) te X*(tn)> = Xw(tl)Xw(tg) e Xw(tn) P*(w) dw. (33)
D=
Entonces podemos definir una funcional caracteristica para generar los momentos del pe
X=(t), cont € [t;,tf], en la forma

G(K]) = <exp {z /ttfk(t)X*(t)dt]>P*(w) (3.4)

= S e ) e Xt [

Esta notacién enfatiza que G([k]) depende de toda la funcién de “prueba” k(t), y no so-
lamente del valor que k(t) tome en un tiempo particular t (note la similitud con la definicién
de transformada de Fourier). La convergencia de la integral en (3.4) estd asegurada, pues
el tipo de funciones de prueba k(t) que estdn permitidas, son aquellas que se anulan para
t suficientemente grande. De (3.4) se deduce que todos los momentos se obtienen por dife-
renciacién® de la funcional G([k]), entonces esta funcional caracteriza completamente al pe
X=(t). Es decir, dada una funcional G([k]), si podemos desarrollarla en la forma:

,L'Q

G([K]) = 1+i/t.f k() (X« (1) by + 55

! / k) (t2) (X (5) Xn(£2)) iy ity -

(3.5)
reconocemos facilmente todos los momentos (X=(t1) -+ X=(t,)) del pe X=(¢) como los
coeficientes proporcionales a los términos k(t1) - - - k(t,,) que aparecen en el desarrollo en
serie (3.5).

4En general supondremos que la va es continua; para los casos en que sea discreta ya hemos mostrado
que ambas presentaciones son equivalentes [ver ecuacién (1.5) en la seccién (1.2.4)].

5En el préximo ejercicio optativo se presenta de manera “sencilla” la definicién de derivada funcional. En
la seccién (3.10.2) se dan pautas para poder entender el concepto de derivada funcional como una derivada
“discreta”.
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Alternativamente, también se puede definir una funcional “particién” que es la que genera
los cumulantes® del pe X=(t)

mG(H) = Y o [ [ k) k) (X ) - Xe ) [[ s (39
m=1 ti ti j=1

Ejemplo. Note que en el limite determinista’ el logaritmo de la funcional caracteristica
es lineal en k(t), pues

G([k]) = <exp {z /: k(£) X (1) dt]> ~ exp [z /: k(t) X, (1) dtl} .

Esta expresion se obtiene de (3.4) considerando que en el mencionado limite se tiene
(Xoe(t1) - Xox(tm)) = Xy (1) -+ Xy ()5
o bien, a partir de (3.6) notando que
(Xoe(tr) -+ Xox(tm))) = 0 i m#1,
y que el inico cumulante no nulo es

(X (t1))) — Xy (t1).

Ejercicio. Calcule la funcional caracteristica® G x ([k]) para el pe X=(t) = ¥(t)*, t €
[ti,tf]. En general, sila va * estd caracterizada por P~(w) sobre D=, muestre que la funcional
G x ([k]) se escribe en la forma:

tr
Gx() =G ([ ke @) teftty]
t;
* .
donde G=(q) = e“l*> es la funcién caracteristica de la va *. Muestre que cuando * deja de
ser una va y se comporta como un parametro (determinista) wy, la funcional caracteristica
toma una estructura, en el argumento de la exponencial, que es lineal

G ([H]) = exp [z o Ltf k() (t) dt} L te ity

Ejercicio. Considere el pe del ejercicio anterior, pero ahora caracterice la va * con una
probabilidad de Poisson y calcule la funcional caracteristica haciendo uso de un desarrollo
en cumulantes de *.

Ejercicio. (Ruido? de Poisson.) Considere el pe ¢(t) = Y."_, Aé(t — t,), donde los
tiempos aleatorios {¢,} estan uniformemente distribuidos en el intervalo [0, 7], y el nimero

6Sobre la definicién habitual de cumulante, ver seccién (1.10). Dependiendo del tipo de va, suele convenir
definir otra clase de cumulante, y por lo tanto su funcién generadora sera diferente. Ver, por ejemplo, las
referencias [1, 5].

"En ese limite, Pa(w) — §(w — wg).

8En ocasiones, cuando sea necesario enfatizar el pe Xa(t), denotaremos la funcional caracteristica en la
forma Gx ([k]).

9El término ruido o pe es equivalente.



62 CAPITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

n de tiempos (para una realizacién del pe) también es una va y estd caracterizada por una
probabilidad de Poisson P, = e=*\"/n!, donde n = 0,1,2,- - -. Muestre que la funcional
caracteristica del pe ¥(t) es

T T
. ds ds
— 1Ak(s) 22 e
Gy ([K]) = exp VO e T A/O -

A
Muestre que si T'— oo y A — 00, de manera tal que 770 la funcional caracteristica del

, te]0,T].

“ruido de Poisson” adopta una forma mas sencilla:

Gy ([k]) = exp {q /OOC (emk(s) - 1> ds] , tel0,00].

Ejercicio. Considere la suma de dos ruidos de Poisson estadisticamente independientes
entre si con amplitudes A = +1, respectivamente. Muestre que la funcional de la suma de
dos ruidos de Poisson ¢ = 1, + t_ viene dada por

G, (k) = exp [26]/000 (cosk(s) — 1) ds], t e [0,

Ejercicio. Considere ahora la suma de dos ruidos de Poisson )1, estadisticamente
independientes entre si, pero con amplitudes aleatorias A = +1 equiprobables. Calcule la
funcional del ruido ¢ = 11 + 5. Estudie la diferencia entre esta funcional Gy ([k]) y la del
ejercicio anterior G, ([k]).

FEjercicio optativo. Sea F([¢]) una funcional arbitraria. Usando la definicién generalizada
de derivada en el calculo funcional [4]

oF([¢]) _ dF[o(t) + A 6(t — 7)]
8¢(T) dA N

muestre los siguientes resultados:

1. Si F([¢]) = f(¢(t)), entonces:

6Fle) _of
5o(r) 06

(t—r7).

2. Si Flp| = f(g9(¢)), entonces
6F[¢] _ Of g
6¢(r) 09 69(1)

3. SiF[¢]=f (¢(t),<;5(t)) , entonces

6Flg] _ of
56(r) ~ 06

of d
o(t—r1)— 8_£d_7' o(t—).

4. Si F[¢] = /f (cﬁ,q.ﬁ) dt, entonces

§Flg)  of d of
56(r) — 06(r)  dr od(r)’
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FEjercicio. (Correlaciones deltiformes.) Considere un pe 9 (t) tal que todos sus
cumulantes vengan dados por la expresion:

() -~ (tm))) = Amb(ts —12)6(tr —t3) - - 6(ts —tm), m=1,2,3,--+;

es decir, todas sus correlaciones son deltiformes. Muestre que la funcional caracteristica es

o -m

G (M) —exp{Z ey O dt}, te [tity).

m=1 12

A estos pe se les llama ruidos blancos. El caso A, = 0, Ym > 3 define el ruido gaussiano
blanco. Usando A,, = ¢, Ym > 1, vuelva a obtener la funcional del ruido de Poisson.

3.1.3 Jerarquia de Kolmogorov (representacién multidimensional)

A partir de la representacién (II) se observa que para caracterizar completamente al pe
X=(t) necesitamos especificar un conjunto infinito de densidades de probabilidad conjunta:

Py (x1,t1)
Py(w2,t2;21,11)
P3(x3,t3; 2, t2; 71, 11)
.- - ete.

(3.7)

Esta es la jerarquia de Kolmogorov del pe. Note que esta jerarquia es “sobre completa”,
pues P; se puede obtener marginando!'® P, ;. La jerarquia debe satisfacer las condiciones
fundamentales de Kolmogorov [1]:

1. positividad: P, >0, n € N;
simetrfa de permutacién: (xy,tr) «— (z;,t;);

marginalidad: Py, (T, tn; -5 21,t1) = [ Poy1(Tng1,tngt; - 521, t1) donga; y

- W N

normalizacién: [ Pi(z1,t1) dzq = 1.
La jerarquia de Kolmogorov permite, por ejemplo, calcular la probabilidad
Py(z1,t1;m2,t2) dry das

de que el pe X=(t) tenga el valor [z1, 1 +dx1] en el instante ¢, y [z2, £2 +dx2] en el instante
to. Entonces, para todo ¢, el momento o vim del pe viene dado por la férmula'!

(X(t1)) = /D x1 Pi(zq,t1) do;. (3.8)

La correlacion a dos tiempos distintos se calcula en términos del segundo momento:

<X(t1)X(t2)> Z/ / 12 PQ(.Z‘Q,tQ;l‘l,tl) d.’L‘l dCCQ; (39)

1030bre la definicién de distribucién marginal, ver seccién (1.13.1).
1 En lo que sigue estaremos siempre suponiendo que el dominio del pe es continuo, salvo que especifiquemos
lo contrario.
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es decir, evaluando
(X (t1) X (t2))) = (X (1) X (£2)) — (X (t1)) (X (£2)) -
Comparando ambas representaciones se observa que

Pi(a,8) = (6 (2 — X () p o) - (3.10)
Esta aseveracién puede facilmente ser demostrada como sigue. De la representacién en
ensemble (I) se observa que el vim sobre todas las realizaciones es

(X=(t) = Xo(t)Px(w) dw .

D

Por otro lado, utilizando la representaciéon multidimensional (II) y la ecuacién (3.10) se tiene

para un ¢ fijo arbitrario
/ z Py(z,t) dz = / x <§ (1: — X*(t/))> dx
Da Da P (w)

<X@»
— </x 5 (a: - X*(t/)) dx>P*(w) = <X*(t/)>P*(w) ’

lo cual demuestra la equivalencia.
Anélogamente, también podemos escribir la distribuciéon de probabilidad conjunta de
n-tiempos en la forma:

P, ;- 521, t1) = (0 (21 — Xox (1)) -+ - 6 (2 — X () pu o) - (3.11)

Dependiendo de los procesos fisicos que se quieran modelar, puede ocurrir que sea mas
conveniente usar una representacion que la otra. La primera representacion, en ensemble, se
utiliza frecuentemente en calculos matematicos y de perturbaciones, mientras que la segunda
representacion recuerda mas la nocién intuitiva de la densidad de probabilidad usada en la
mecdnica estadistica del equilibrio.

Ejemplos

1. Supongamos que un sistema fisico (dependiente del tiempo) puede ser modelado por
un pe “multiplicativo” de la forma

X (t) = (1),

donde () es una funcién arbitraria del tiempo y * es una va arbitraria caracterizada
por su distribucién de probabilidad P~(w) sobre D=. Aqui se observa que los momentos
del pe estan determinados por los momentos de la va *

(Xw(t)) =0(t) (%)«
(X (t1) X (t2)) = 9(t1)(t2) *2)

-+ - ete.

Entonces, en este caso particular es evidente que resulta considerablemente més sen-
cillo calcular todas las propiedades estadisticas del pe utilizando la representacién en
ensemble (I).
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2. Supongamos que modelamos un pe X=(t) a partir de cierta informacién que dispone-
mos sobre la distribucién de probabilidad conjunta P, (jerarquia de Kolmogorov).
Estéa claro entonces que la representacién mas sencilla de usar sera la segunda si, por

ejemplo, conocemos que Py, (Zp,ty;- - +;x1,11) factoriza para todo n segin
Pn<17n,tn;...;;131,t1) :le(mi)ti)' (3]_2)
i=1

Es decir, la va asociada al instante t es estadisticamente independiente de la va aso-
ciada a cualquier otro tiempo t. Ademés, para todo t fijo el pe establece una trans-
formacién de coordenada especifica * — X=(t), la cual estd caracterizada por la
distribucién Pj(x,t). Aqui Pi(x,t)dzx da la frecuencia relativa con que la realizacién
estd en el intervalo [x,x 4 dz] en el instante t. Entonces es evidente que este pe queda
completamente caracterizado por la ecuacién (3.12).

3.1.4 Generalidades sobre la representacion multidimensional

En la representacién (IT) suele ser conveniente eliminar toda notacién superflua (subindice
*, etc.), por lo que de aqui en adelante al pe lo denotaremos X (t) = X=(t).

La funcién densidad de probabilidad P;(x1,t1) es positiva, y para todo t € [t;,tf] esta
relacionada con la probabilidad de que la va X (1) tome un valor determinado segiin

b
/ Py(21,41) day = Prob. [a < X(t1) < b).

Note la diferente notacién para caracterizar el pe X(¢), la va X (¢1) y la realizaciéon X (¢) [es
decir, la funcién aleatoria del tiempo X, (¢)]. En los casos en que esto no traiga confusién
alguna simplificaremos la notacién.

Es de destacar que P (z,t) es necesaria pero no es suficiente para caracterizar al pe X (t).
Para describir completamente un pe [o sea: el conocimiento estadistico de toda realizacién
posible] es necesario conocer la densidad de probabilidad conjunta n-dimensional. Es decir,
la probabilidad conjunta

n

Pn(x’rutnv s ;x27t2;x17t1) del,
i=1

para todo n y {t;} tiempos arbitrarios.

En el caso particular de 2-tiempos la cantidad Ps(z2, to; x1,¢1) dr1 dze da la probabilidad
de que las realizaciones X (t) pasen por las ventanas:'? [r1,71 + dx1] en el instante ¢; y
[€2, 2 + dxa] en el instante to.

Un caso especial es el segundo ejemplo de la seccién anterior. Alli el pe X(¢) estaba
completamente caracterizado por P;(z,t). Esto es asf solamente si las va {X (¢1)-- X (¢,)} son
ei para todos los tiempos {t1, -, t,} € [t;,tf]. Es decir, en ese caso la probabilidad conjunta
de n-tiempos se reduce a la productoria de densidades de probabilidad de 1-tiempo. Estos
son los pe no correlacionados, llamados comtUnmente procesos completamente aleatorios, y
se ponen en correspondencia directa con las vaei de la teoria usual de la probabilidad.

12 Aqui (;) est4 significado en un sentido boleano; o sea, P(AN B) = P(A; B). Recuerde que P(ANB) =0
sélo si los eventos son mutuamente excluyente, ver seccién (1.1).
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En lo que sigue supongamos, por el momento, que el pe X(¢) en estudio tiene vim nulo
(X(t)) = 0. Esto no restringe para nada nuestro andlisis, pues siempre es posible considerar
un nuevo pe X(t) = Y(¢t) — (Y(¢)). En la representacién (II) los momentos o vim del pe
X (t) son simplemente los momentos de una va multidimensional. En particular, una funcién
de correlacién de n-tiempos viene dada en términos del momento n-ésimo:*3

(X(tn) - X(t1)) = / - / T Ty Pp(@n,tns .. 522, b2 21, 1) Hdazi. (3.13)
D, D, =1

Como ya hemos mencionado, el conjunto de distribuciones de probabilidad conjunta
de n-tiempos debe satisfacer ciertas condiciones particulares. Estas son las condiciones
de compatibilidad, que no son mas que la generalizacién del concepto de distribuciones
marginales a pe X«(t). Un teorema fundamental de Kolmogorov'# prueba que esta jerarquia
(numerable) de distribuciones es necesaria y suficiente para caracterizar completamente el
ensemble de las funciones aleatorias X, (). Este es un resultado no trivial, pues asegura que
s6lo necesitamos conocer la probabilidad de que la funcién aleatoria X, (¢) tome un nimero
de valores x; en tiempos discretos y arbitrarios, en lugar de las incontables posibilidades
permitidas por la variable continua .

3.1.5 Generalidades sobre la representacion en ensemble

La jerarquia de Kolmogorov se puede obtener por cuadratura a partir de la funcional carac-
teristica del pe. En efecto, en general podemos invertir la funcional Gx ([k]) introduciendo
una transformada de Fourier n-dimensional, y de esa manera podemos obtener una expresién
formal para la probabilidad conjunta de n-tiempos:

1 s
Po(@n,tn; .. 522, to521,t1) = W/dk1-~-/dkn e il =1 kT

XGx (K] k(t)=ky 8(t—t )+ thns(t—tn) -

Note que este resultado permite obtener toda la jerarquia de Kolmogorov; es decir, la
caracterizacion completa del pe cualquiera que sea la clase de proceso.

FEjercicio optativo. Suponga que la expresién para el In Gx ([k]) se corta en el segundo
cumulante. A partir de la férmula (3.6) obtenga la probabilidad Pj(x1,t1) y la probabilidad
conjunta de dos tiempos Pa(x1,t1; T2, t2).

3.2 Probabilidad condicionada

La probabilidad de que la funcién aleatoria X, (t) pase por la “ventana” alrededor de z,, en
el instante t¢,, dado que pasd por x,_1 en el instante t,,_1 y en x,,_o en el instante t,,_o, etc.,
estard dada en términos de la distribucién de probabilidad condicionada:

P(xn,ty | Tn—t1,tn—1;5.. 525, i .. 21, t1).

13La generalizacién al concepto de correlacién de n-tiempos viene dada por la definicién misma de cumu-
lante de n-tiempos, ver seccién (1.10) y el dltimo ejercicio de la seccién (3.1.2).

14Este teorema fue demostrado por Kolmogorov en 1933 (publicado en alemén). M. Kac y J. Logan
presentan su enunciado en forma muy amena en la pagina 14 del libro Fluctuation Phenomena, Eds. E.W.
Montroll and J.L. Lebowits, Amsterdam, Elsevier Science Publisher B.V. (1979).
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Al igual que en el capitulo 1, la relacién entre la probabilidad conjunta de n-tiempos y la
probabilidad condicionada viene dada por la regla de Bayes:

P&, tn; Tn1,tn—15 - 52t | i1, i 21, t) =
3.14
Po(@nstn;Tn—1,tn—1;- - Tistis Tim1, tim1; .21, t1) (3.14)
Py(zio1,tica; .52, t)
Aqui se ha supuesto un orden en el conjunto de tiempos: t; < t3 < ... < t,. En nuestra
notacién (- - - | - - -) significa dado que.*®

FEjercicio. Muestre, en particular, que la probabilidad condicionada P(xo,ts | 21,%1)
cumple con la condicién: limy, ¢, P(xa,ts | 21,11) — 6(x2 — 21).

Ejercicio optativo. Sean q(t) y p(t) las trayectorias, en el espacio de las fases, de una
particula libre. Considere ¢(0), p(0) como las condiciones iniciales aleatorias caracterizadas
por la distribucién de probabilidad P (¢(0); p(0)). Calcule:

Py(z1,p1,t1)
Py(x2,p2,to; x1,p1,11)
P(xg,pa,ta | x1,p1,t1).

Note que aqui estamos introduciendo un par ordenado z;, p; en cada instante ¢;.

3.3 Procesos de Markov

Un caso particular de (3.14) se presenta cuando la condicién del “pasado” estd dada en un
solo tiempo anterior. Por ejemplo, P(xa,ts | 21,t1) es una probabilidad condicionada tipica,
y suele llamarse propagador del sistema. Una clase muy particular de pe esta constituida
por los procesos de Markov [1]. La probabilidad condicionada de estos pe sdlo depende del
tiempo menos “remoto”. Esto es, un pe de Markov no depende de la historia completa de
las condiciones dadas. En un proceso de Markov el futuro no depende del pasado, sino del
presente dado, o sea:

P(xp,tn; .. 5Tty | w1, tio1; . w1, t1) = P(@g, tes @i, 6 | 21, t1). (3.15)

Esta ecuacion puede tomarse como la definicién misma de un proceso de Markov. Los
pe de Markov son la complicacién inmediata y siguiente de los pe no correlacionados (rui-
dos completamente aleatorios). Esto es, para caracterizar un pe de Markov es necesario
conocer solamente 2 objetos mateméaticos: P(x;,t; | xi—1,ti—1) y Pi(x,t). Esta estructura
marca una diferencia fundamental en cuanto a la variedad de aplicaciones en las que los
pe de Markov intervienen. Sin embargo, no por ello los ruidos completamente aleatorios
y los ruidos blancos son menos importantes. Cuando se modelan distintos sistemas, se
debe determinar (tedricamente) a que nivel de la descripcién fisica intervienen los pe no
correlacionados como representantes de variables que fluctiian en escalas de tiempo cortas
comparadas con todas las escalas temporales del experimento en cuestién. Los procesos de
Markov, con su estructura mas compleja, surgen naturalmente en muchas aplicaciones de la
fisica, como solucién de ecuaciones diferenciales con coeficientes que son funciones aleatorias
S-correlacionadas (o sea, coeficientes dependientes del tiempo que son ruidos blancos!®).

15Ver secciones (1.2.1) y (1.13).
161,05 ruidos blancos son pe no correlacionados y ademéas singulares; ver, por ejemplo, seccién (3.9).
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Ejercicio. Muestre que para un pe de Markov la densidad de probabilidad conjunta de n-
tiempos esta completamente caracterizada por el propagador y la densidad de probabilidad
de 1-tiempo:

P (xp, tn; Tpn—1,tn1; -+ Tiybi; Ti1, tim1; .. 3 T1,t1) =
(3.16)
P(xy,tn | Tn—1,tn-1) ... P(xi, t; | im1,tic1) ... P(z2,t2 | @1,t1) P21, t1).

Ejercicio. Pruebe que el pe X=(t) = 1(t)*, donde * es una va arbitraria, es un pe de
Markov.

FEjercicio guiado. (Memoria markoviana.) Considere la ecuacién determinista: & =
N(x). Si escribimos su solucién en la forma x(t) = ¢(xo, to;t), donde (zg, to) es la condicién
inicial del problema, es fécil demostrar que x(t) puede ser considerado como un pe de Markov
(singular), aun cuando la memoria del sistema determinista sea infinita. Para demostrar esta
aseveracién usamos simplemente el hecho de que si un pe es de Markov, entonces se debe
cumplir (V &, > tp_1 > -+ > 1o) que

P(l’n, tn; Tn—1, tnfl; e | antO) = P(.In, tn | -Tnflatnfl) e P(l‘l, t1 | .’l?g,t(]).
Ahora bien, de la definicién de probabilidad conjunta de 2-tiempos

P(xa,ta;21,t1 | 20,t0) = (6 [w2 — @(x0,%0:t2)] 6 [£1 — d(20, 105 t1)]) ,

y del propagador

P(xnvtn | In—latn—l) = <6 [xn - QZ)(fEn—latn—l;tn)D y

se deduce que

6 [w2 — @(xo,t0;t2)] 6 [r1 — P(x0,tost1)] = 6 [x2 — P21, t15t2)] 6 [X1 — O(w0, t0511)] . (3.17)

Aqui hemos considerado que no existen elementos aleatorios porque el sistema es deter-
minista, por lo que podemos eliminar los vim; asi, por ejemplo: (6 [x1 — ¢(xo,t0;t1)]) =
6 [x1 — P(xo, to;t1)], etc. Luego, de (3.17) se deduce que ¢(zg,to;t2) = ¢(x1,t1;t2), lo cual
es cierto por tratarse de un sistema determinista donde z7 = ¢(xo,%0;t1). Se llega a la
misma conclusion al estudiar la probabilidad conjunta de n-tiempos. Es decir: un proceso
determinista tiene memoria infinita pero con sélo dar la condicién inmediatamente anterior
es suficiente. Esta ultima caracteristica coincide con la definicién de pe markoviano, la cual
usa el hecho de que sélo la historia (condicionada) inmediatamente anterior es necesaria
para caracterizar el futuro. Por otro lado, también podemos definir un pe introduciendo
variables aleatorias en el sistema determinista. Asi, por ejemplo, el valor inicial g podria
ser una va, en cuyo caso el proceso asi definido no serd, en general, markoviano.

3.3.1 Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

La ecuacién integral (ecuacién de Chapman-Kolmogorov) que satisface la probabilidad
condicionada de un pe de Markov es

P(In,tn ‘ xl,tl) :/ P(xn,tn | Z]Ei,ti)P(l‘i,ti | 171,251) dIL‘Z (318)
Da:



3.3. PROCESOS DE MARKOV 69

0,5

Figura 3.1: Distribucién de probabilidad de Lorentz para tres valores de tiempo to — t7.

Esta ecuacién también se puede tomar como definicién de un proceso de Markov. Recuerde
que un proceso de Markov estd completamente caracterizado por la distribucién Py(xz,t) y
el propagador P(z,t | 2/,t'). Por consiguiente estas dos funciones no pueden ser elegidas
arbitrariamente, sino que deben satisfacer la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (3.18) y las
relaciones de compatibilidad de la jerarquia. Es decir, dos funciones no negativas:

Pi(x,t) y Pz, t|2,t),

que satisfacen las relaciones de compatibilidad, (3.7), y ademas el propagador cumple (3.18),
definen un tinico pe de Markov. Este teorema no debe confundirse con la caracterizacién (a
veces mal entendida) de la ecuacién diferencial que satisface P;(x,t) (erréneamente llamada
Ecuacién Maestra markoviana,'” cuando ésta no tiene un nicleo de memoria).

Ejercicio. (Prueba de 3.18.) Obtenga la ecuacién de Chapman-Kolmogorov a partir
del hecho de que el futuro de un proceso de Markov no depende del pasado sino del presente

dado (3.15).
Ejercicio. (Distribucién de Lorentz.) Considere las siguientes funciones no negativas:
t/m
P(x,t) = ———
1 (.Z', ) (1‘2 + tg)
(tQ — tl)/ﬂ

P(a, b2 | 21,11) = (o —x1)% + (t2 — t1)?

y muestre que el proceso asi definido es de Markov [Caminata Aleatoria (Random Walk) de
Cauchy, ver también capitulo 6]. En la figura (3.1) se muestra la probabilidad condicionada

17Un analisis detallado de la Ecuacién Maestra se presentard en el capitulo 6.
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P(xa,ty | 21,t1) para 1 = 1 y distintos valores de tiempo ¢5 — ¢1. Una discusién sobre la
divergencia de los momentos de esta distribucién se presenta en la seccién (1.4.2).

Ejercicio optativo. (Proceso dicotémico.) Considere el caso particular en que el pe
sélo puede tomar dos valores ({A, —A}, por ejemplo), es decir, el dominio D, es discreto.
Como ya hemos comentado, podemos usar las mismas definiciones para caracterizar proce-
sos definidos sobre un espacio de muestra continuo o discreto. Entonces, estudiemos aqui
la. ecuacién de Chapman-Kolmogorov en el caso en que D, sea discreto.'® Considere la
probabilidad de 1-tiempo

o Y
P(x,t) = 1) Ou
1(377) Oé+’7 x,A+a+7 x,—A
y el propagador
1 ~(aty) (t2—t1)
P(xo,ty | x1,t1) = m (a + ve )69527A Oz A +
@ 1 —(a+M)(t2—t1) | § 5
+ Q{—'—’Y —€ zo,A Oz, —A +
+ = 1 > (1 — e_(aﬂ)(tz_“)) NN
i (7 + ae’(o‘”)(trh)) s~ A Oy, —A-

Muestre que el proceso asi definido es de Markov. Este es el proceso dicotémico o proceso
del telegrafista; una representaciéon matricial de la probabilidad condicionada se presenta en
el capitulo 6. En particular, en la seccién (6.3.1) se relacionan las magnitudes a,y con las
cantidades fisicas del modelo.'® Calcule el vin (X (t)) y el vin condicionado (X (¢))|y (0)=A -
Ezxcursus. (Procesos semimarkovianos.) Es interesante aqui llamar la atencién sobre
la existencia de casos especiales en los que la probabilidad condicionada puede depender de
“dos” condiciones pasadas y, sin embargo, el pe puede considerarse de Markov si se redefinen
los estados [ver, por ejemplo, G.H. Weiss, Aspects and Applications of the Random Walk,
Amsterdam, North-Holland (1994), pégina 6]. Por otro lado, existen pe que verifican la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov sin ser procesos de Markov [ver, por ejemplo, P. Lévy,
Comptes Rendus Académie Sciences (Paris), 228, 2004, (1949); W. Feller, Ann. Math. Stat.
30, 1252, (1959)]; a partir de este resultado se concluye inmediatamente que la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov es una condicién necesaria pero no suficiente.

3.4 Procesos estacionarios

En general, un pe es estacionario si todas las distribuciones de probabilidad conjuntas de
n-tiempos satisfacen, para todo 7, la invariancia continua de traslaciéon temporal:

Pp(@n, tn;Tpn_1,tn—1;...;21,t1) = Po(@n, tn + T58p—13tn—1 + 75.. 521,01 + 7).

18La integral en (3.18) se reemplaza por una sumatoria.
19En este caso es sencillo vizualizar una posible realizacién del pe.
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Por lo tanto, la distribucién de probabilidad de 1-tiempo ha de ser independiente de
t si el pe es estacionario.?’ Por consiguiente, si el proceso es estacionario se deduce que
Pi(2,t) = Pest(z).

Ejercicio. Demuestre que la funcién de correlacién ((X(¢1)X (¢2))) de un pe estacionario
s6lo depende de la diferencia de tiempos [t; — t2].

Ejercicio guiado. (Célculo de la probabilidad estacionaria.) Mostremos que la dis-
tribucién de probabilidad estacionaria Peg(x) se puede obtener (si existe) a partir de la
probabilidad condicionada P(x1,%; | 2o,%0). Primero notemos de la definicién de probabili-
dad conjunta de 2-tiempos y del concepto de distribucion marginal que

Pi(z1,t) = /P(Jfl,tl | 20, t0) P(x0,10) dxo.

Pero si el proceso es estacionario se deduce que

Pt (x1) = /P(xlatl —to | 0,0) Pest(z0) dxo , (3.19)

de aqui se observa que si se cumple que

Pege(x1) = tlh—r>noop($1’t1 —to | 20,0) = Lilfloop(wl,tl —to | 20,0), Vo,

to
entonces Peg (1) es solucién de la ecuacién integral (3.19). De este resultado se deduce
que es posible obtener, a partir de un limite adecuado en la probabilidad condicionada, la
probabilidad estacionaria Pt (z) del proceso. Note que si el pe es de Markov y estacionario,
entonces el solo conocimiento de la probabilidad condicionada es suficiente para caracterizar
por completo al proceso en cuestion.

Ejemplo. Seael pe T(t) = X,,, donde { X} es un conjunto infinito de vaei caracterizadas
por una tnica distribucién de probabilidad P(X;) y ademéds

n+*<t<n+1+* con nez,

donde * es una variable aleatoria con distribucién Px(w) sobre D= = [0, 1]. Una condicién
necesaria para que el pe T(t) sea estacionario es que su primer momento sea independiente
del tiempo. Veamos esa condicion:

1
() pey 11, Py = 9045 / do Pr(w) Ot —j —w) Ow+j+1—1), (320

J

donde ©(z) indica la funcién escalén (ver capitulo 1). Para un tiempo fijo ¢, en la sumatoria
(3.20) existirdn varias X; que cumplan con las condiciones impuestas, en la integracién, por
las dos funciones escalén: O(t — j —w) y O(w + j + 1 —t). Por egjemplo, supongamos que
la parte entera de t es m, entonces podemos escribir £ = m + ¢, donde € es una cantidad
arbitraria en [0,1]. A partir de (3.20) es ficil comprobar que solamente existen dos valores
de j que cumplen con las condiciones de los limites de integraciéon. Entonces, si se cumple
la condicién
Jj=m,

20Un ejemplo tipico de pe estacionario es el de las fluctuaciones temporales de las variables macroscépicas
en torno del equilibrio termodindmico.
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se infiere que el dominio de integracién es [0, €], o sea, f(f Px(w) dw. Mientras que de la
condicién

j=m-—1
se deduce que la integracién serd [ ' P (w) dw. A partir de estos resultados y de (3.20) se
observa que para t = m + €

€ 1
O iy, pexy = ) [ oo Pol) + (Kcs) [ do P

de lo cual se deduce, por ser X; idénticamente distribuidas, que

O peiarrr, pexy = (50 [ do Pole) = ().

Ejercicio optativo. Demuestre que T(t) es un pe estacionario. ;Cudl es la relevancia de
la eleccion de las distribuciones Px(w) y P(X;)?

FEjercicio. Calcule el vim de T(t) cuando las variables X son estadisticamente inde-
pendientes, pero no igualmente distribuidas. En estas condiciones, jes estacionario el pe

T(t)?

3.5 Procesos no estacionarios 2m-periédicos”

De particular interés son los pe que asintéticamente cumplen una invariancia de traslacién
temporal discreta (en general, pe no estacionario T-invariante), donde T es cierto periodo.
Es decir, Vm = 1,2 - - - se tiene que

P (zn,tn; 521, t1) = Po(@p, tn +mT; - 521, t1 +mT),  Vn. (3.21)

Casos de este tipo ocurren en sistemas dinamicos, en presencia de ruidos, que son modulados
por fuerzas periddicas en el tiempo. En estos procesos suele ser importante estudiar los
comportamientos asintéticos (tiempos largos) de las distribuciones de probabilidad conjunta
de n-tiempos y funciones de correlacién?! [5, 6, 7].

Ejercicio. Muestre que un pe 2m-periddico no puede ser estacionario.

Como consecuencia de la simetria de traslacién discreta (3.21), en el estado asintético,
los momentos, correlaciones, etc., del pe X(¢) dependeran de los tiempos absolutos {¢;} asi
como de sus diferencias. Sin embargo, la dependencia en los tiempos absolutos satisface la
periodicidad {¢; — ¢ + mT}. Entonces, si 0 < 7 < T, se tiene que la estadistica del pe
X(t+ 1) es diferente de la estadistica del pe X(t), es decir:

(Xt+7) # (X))
(Xt +7)X(E2+7)) # (X)X (t2))

Podemos decir que la diferencia entre los pe X(t 4+ 7) y X(t) es una fase. Entonces, en
situaciones reales, cuando la fase es importante, decimos que el sistema es coherente, y la
utilidad de un pe 2m-periédico es obvia. Por otro lado, si la fase no es relevante, decimos

21Ver seccién (4.8).
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que el sistema es incoherente, y entonces, podemos introducir un promedio en 7 en el pe
2m-periédico, es decir, invocar una difusién aleatoria de la fase.

Ezcursus. La nocién de resonancia estocdstica, es decir, la amplificacién de una respuesta
dindmica mediante la introducciéon de ruido en el sistema, tiene su génesis en los pe no
estacionarios 2m-periddicos [ver referencia [5] Vol. 1, pdg. 139. Una revisién de distintas
aplicaciones del fenémeno de la resonancia estocastica se puede ver en Proc. of the NATO
Adv. Res. Workshop: Stochastic Resonance in Physics and Biology, J. Stat. Phys. 70, N:
1/2, (1993)].

Ejercicio optativo. Muestre que la funcién de correlacién de un pe no estacionario 27-

periédico
(X (1) X (t2)))

dependera, en el régimen asintético, de ambos argumentos. En particular, demuestre que
en el estado asintético la funcién de correlacién depende de | t1 — t2 | y también, en forma
periddica, de los tiempos t1,t2. Ayuda: use series de Fourier para representar el pe X(t).

Otro ejemplo tipico de pe no estacionario 2m-periédico, es el de las fluctuaciones en
circuitos eléctricos sometidos a flujos de corrientes alternas. Ver la seccién (3.12.1) para el
caso en que el proceso sea también gaussiano.

3.6 Movimiento browniano (proceso de Wiener)

El ejemplo canénico de procesos de Markov es el movimiento browniano, también referido
como proceso de Wiener. Denotaremos por W(t) al proceso de Wiener. Este pe de Markov
(no estacionario) estd caracterizado por la densidad de probabilidad de 1-tiempo

Py(w,t =0) = 6(w) (3.22)

y tiene por propagador una densidad gaussiana:

P(ws, ty | wi,t1) =

2
L exp <_(w2 —w) ) . (3.23)
27T(t2 — tl) 2(t2 - tl)
En la figura (3.2) se muestra el propagador P(wa,ts | w1, 1) para w; = 1y distintos valores
de to — t;. De aqui se puede observar que el “ancho” del propagador gaussiano va como
2y/ty — t1; no asf para el propagador de Lorentz de la figura (3.1).
FEjercicio. Demuestre (use densidades marginales) que la densidad de probabilidad de
1-tiempo en t # 0 viene dada por

V2t 2t

A partir de (3.24) se observa que para un ¢ fijo, W (t) es una va gaussiana de media nula
y variancia t. El pe W (t) estard completamente caracterizado si se conoce la distribucién
de probabilidad conjunta de n-tiempos. Por otro lado, usando (3.16) se observa que

Py(w,t) = —— exp <_w2> . (3.24)

1 —(wp, — wp_1)?
Pp(wn, tn; wp—1,tp—1; ... ;w1,t1) = €xp (—
( ) 27T(tn — tn—l) 2(tn - tn—l)

(3.25)

% 1 o (—(wg —w1)2) 1 e (—U)12>
e X X< )
27T(t2 - tl) P 2(t2 - tl) \/271'251 P Qtl
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P(w,t,|w,.t,)

Figura 3.2: Propagador de Wiener para tres valores de tiempo t5 — t1. Las lineas de puntos
corresponden a la caminata aleatoria de Cauchy (distribucién de Lorentz) para los mismos
tiempos. El semiancho para la distribucién gaussiana [en el caso /Ty — {1 = /5 ~ 2,23] se
muestra con una flecha doble en la figura 3.2

de donde se deduce que el movimiento browniano es un procesos gaussiano pues

{(W(t1),..., Wi(tn)}

son va conjuntamente distribuidas en forma gaussiana. Un muestreo arbitrario del pe
W (t) (para {t,} discretos € [t;,t¢]) tendrd un peso estadistico dado por la distribucién de
probabilidad conjunta (3.25).

FEzxcursus. En el limite At = [t; —t;_1| — 0 la distribucién conjunta de n-tiempos (3.25)
tiende a una distribucién de probabilidad funcional. Esta fue la idea original de la integral
funcional introducida por Wiener en 1921, la cual luego dio lugar a la integral de caminos de
Feynman. En general, se puede demostrar que todo pe de Markov puede ser caracterizado,
completamente, mediante una integral de caminos adecuados [8].

Ejercicio. Muestre que los momentos y correlacién de dos tiempos del proceso de Wiener

estan dados por
*

W(t)2n+1> = 0
Wiy - éi”:,tn (3.26)

(W)W (s)) = min(t,s).

Ayuda: cuando integre en dW dW’ use el cambio de variables z =W — W', y =W.
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Ejercicio optativo. Use el teorema de Novikov (ver capitulo 1) para calcular el momento
de orden cuatro:

(W (t)W (t2)W (t3)W (t4)) -

3.6.1 Incrementos del proceso de Wiener*

Otro pe, muy importante, que aparece cuando se estudian ecuaciones diferenciales con
perturbaciones estocdsticas gaussianas (y que esta relacionado con el movimiento browniano)
es el pe de los incrementos del proceso de Wiener:

AW (t) = W(t+ A) — W(t), para todo valor del pardmetro A. (3.27)

El pe de los incrementos de Wiener, para un t arbitrario dado, es una va gaussiana de
media nula y variancia A; veamos

(W +2) - W) .
= W(E+A)?») —2(W(t+A)- W)+ W(t)?) (3.28)
(t+A)—2t+t=A.

AW ()?)

El hecho de que las realizaciones del movimiento browniano sean altamente irregulares
(rugosas), en diferentes escalas de tiempo (factores de magnificacién de la “grafica” W (t)),
muestra que existen ciertas propiedades estadisticamente autosimilares en el registro de W
frente a t.

Ejercicio. Demuestre que la correlacién de dos incrementos de Wiener para tiempos
disjuntos {t, s}, tal que | t — s |> A, se anula idénticamente. Entonces, puesto que AW (t)
es un pe gaussiano de media nula con (AW (t)AW (s)) = 0, se deduce que los incrementos
de Wiener son ei para tiempos disjuntos. Recuerde que ei es una condiciéon mas fuerte que
va no correlacionadas, pero en el caso gaussiano es equivalente.

FEzcursus. En 1968 Mandelbrot introdujo una generalizacién del proceso de Wiener
con el nombre:?2 The fractional Brownian motion (fBm) [9]. Esta modificacién del pe de
Wiener da la posibilidad de modelar objetos estadisticamente autosimilares con diferentes
“rugosidades”. En el apéndice H se presenta el concepto de autosemejanza.

La tremenda irregularidad en las realizaciones del pe de Wiener conduce a concluir que
las realizaciones no son diferenciables en ningun lugar. El hecho de que los incrementos de
Wiener en intervalos de tiempo disjuntos sean vaei es otra de las caracteristicas tipicas de las
trayectorias del movimiento browniano (o procesos de Wiener). Por ello mismo, la derivada
con respecto al tiempo del proceso de Wiener no esté definida en el contexto ordinario de un
pe; pues dW (t)/dt no estd bien definida como funcién aleatoria, para todo ¢, de la misma
manera que tampoco lo estd la § de Dirac en el espacio de funciones usuales.

3.7 Incrementos de un proceso estocastico arbitrario*

Es posible probar que un pe con incrementos estadisticamente independientes es un proceso
de Markov, no asf la inversa [como lo demuestra el contraejemplo del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck de la seccién (3.12.2)]. Para demostrar esta aseveracién notemos que si Y () es

228e le llama movimiento browniano fraccionario pues la variancia del pe fBm no es lineal en el tiempo
sino que tiene un exponente fraccionario.
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el proceso en estudio, sus incrementos (para tiempos arbitrarios ¢;) pueden ser denotados
de la siguiente manera:

A = Y(tg) = Y(tp-1) (3.29)
Ap_1 = Y(tp—1) = Y(th—2)
Ay = Y(ta) =Y (t1),

donde Ay, son va y los tiempos t; se han ordenado en forma creciente t; <ty < tj_1 < t.
Usando la representacién (II) para los pe podemos escribir las variables aleatorias Y'(t;) en
la siguiente forma:

Y(te) = Y(te-1)+ Ay (3.30)
Y(tp—2) = Y(tp—1) — A1
Y(te-3) = Y(th—1) = Dp—1 —Ag2

Y(tl) = Y(lfkfl) — Ak,1 — e = AQ.

Note que estas ecuaciones no son mas que transformaciones lineales de variables aleatorias.
Consecuentemente, si fijamos la condicién Y (t;_1), la probabilidad condicionada?3

P(Y (tk) | Y(tk-1))

estard determinada por la distribucién de probabilidad W(Ayg). Pero si fijamos dos condi-
ciones: Y(tp—1) y Y(tx—2), de la segunda ecuacién de (3.30) se deduce que Ajp_; estard
fija también. Ahora bien, puesto que Ag, Ai_1 son vaei, se deduce que W(A | Ag—1) =
W(Ay). Consecuentemente, el hecho de que Y(¢;_2) esté fija no modifica la distribucién
de Y (tx) condicionada a dos tiempos, pues A;_1 no altera o modifica la distribucién condi-
cionada de Ay; o sea:

P(Y(tr) | Y(tk—1),Y (tr—2)) = P(Y(tx) | Y (tx—1))-

Esta es la primera de las condiciones que se deben satisfacer para que un proceso sea de
Markov. En general, de (3.30) y del hecho de que {A;} son vaei,?* se deduce que

P(y(tr) | y(te—1),y(tr—2), - - y(t1)) = Py(te) | y(tx—1)),

que es la condicién necesaria y suficiente para ser de Markov.

3.8 Ciriterios de convergencia*

En la teoria de la probabilidad no hay una forma tnica de definir el concepto de limite?®
en una sucesién de va [10, 2]. Es necesario entonces considerar las distintas definiciones de

23Note que aqui estamos usando la notacién simplificada: P(yw,tx | ye—1,ts—1) = P(Y (ts) | Y (te—1))-

24Y por tanto W(Ak ‘ Ak_l,Ak_Q, < ~,A2) B W(Ak)

25Recordemos que una sucesién de nimeros N,, tiende al limite N si, dado € > 0, podemos encontrar un
nimero ng tal que | N, — N |< € para todo n > ng.
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convergencia al limite, en particular el limite en media cuadratica es una de las convergen-
cias més frecuentemente usadas en fisica estadistica. Definiremos aqui cuatro criterios de
convergencia.

Sea la sucesién de va {*,} con n € N/, donde cada va *,, estd definida en el dominio S.
Entonces entendemos que el limite de esa sucesion cuando n — oo es

* = lim *,. (3.31)
n—oo
Aqui * es, en general, la va a la cual la sucesién de va {*,} converge. Note que para un

valor especifico de w € S, *,(w) es una sucesién de nimeros y ésta podria o no converger.

Definiciones

1. Convergencia con certeza (Probabilidad 1): *, converge con Prob. 1 a * para todo

w € S (excepto un conjunto con probabilidad cero) si

*(w) = lim *,(w), (3.32)

n—0o0o

entonces *,, converge a * y escribimos?®

ac — lim *, —

n—oo

*

*

2. Convergencia en media: *, converge a * en media cuadrética si se cumple

lim [ (*,(w) — *w))? Pr(w) dw = lim <(*n - *)2> =0, (3.33)
n—oo S n—oo
entonces *,, converge a * y escribimos?’
ms — lim *, — *,

n—oo

3. Convergencia en probabilidad: *,, converge en probabilidad a * si la probabilidad de
desviacién tiende a cero, o sea, si para todo € > 0 se cumple

lim Prob. (|*, —*| >¢€) =0,

n—oo

es decir:
lim O[*n(w) — *(w)| — €] Px(w) dw =0, (3.34)

n—oo S

donde O [z] es la funcién escalén, entonces *,, converge a * en probabilidad y escribi-

mos
Prob. lim *, — *.

n—oo

26La notacién ac viene del inglés: Almost certain (casi cierto). Note que en este caso el limite es un
ndmero.
27La notacién ms viene del inglés: Mean square (media cuadrada).
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4. Convergencia en distribucion. Este es un criterio ain mas débil, decimos que *,

converge en distribucién a * si para toda funcién continua y acotada f(X) se cumple

im (f [*u]) = (f [*), (3.3)

n—oo

es decir:

lim [ [f (*n(w)) = f (*(w))] Pr(w) dw =0,

n—oo S
entonces *,, converge en distribucién a *. En particular, si tomamos
f(X) = exp(ikX),

se observa que las funciones caracteristicas convergen entre si. O sea, la distribucién
de probabilidad de *,, converge a la distribucién de probabilidad de *. Note que en
este caso la sucesién *,(w) no necesita converger Vw.

Nota. Es posible observar que existen las siguientes relaciones entre los diferentes criterios
de convergencia

ac— lim *, - * = Prob. lim *, - *
n—oo n—oo

ms — lim *, - * — Prob. lim *, —»*
n—oo n—oo

Prob. lim *, — * = *,, converge a * en distribucién.
n—oo

3.8.1 Teorema de Markov (ergodicidad)

El concepto de ergodicidad aparece cuando se pretende establecer la equivalencia entre el
promedio en distribucién (estadistico) frente al promedio temporal (muestreo). Considere-
mos aqui la situacién cuando el promedio temporal del pe X(¢) se realiza mediante un

conjunto de datos discretos, es decir, cuando X = % fOT X (t) dt se reemplaza por la suma
_ 1 <&
X, =~ 2 X (t;).
j:

Claramente, X,, es una va que depende de la realizacién estocastica X (t). La pregunta
interesante es si la sucesién X,, converge o no a una cierta cantidad 1 cuando n — oco. La
respuesta la da el siguiente teorema debido a Markov [10].

Si las va X (t;) son tales que la media 7, de X,, tiende al limite n y su variancia tiende

a 0 cuando n — 00, es decir, si en el limite n — oo se tiene
*

Xn> = N —n (3.36)

(Zn—7)") = a2—0, (3.37)
entonces la va X,, converge a 1 en media cuadratica, es decir: lim,, o <(Xn — 17)2> — 0.
La prueba de este teorema se basa en el empleo de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|Xn_n|2§2|Xn_ﬁn ‘2+2‘77n_77‘2-
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Efectivamente, tomando vim en esta desigualdad se deduce que
> 2 = _\2 _
(X =n)") <2((Ka—)") +2 |70 —n |
Aplicando (3.36) y (3.37) en esta expresién se prueba lo que se queria demostrar, es decir:

ms — lim X,, — 7.

n—oo

3.8.2 Continuidad de las realizaciones

Para tener una idea de la irregularidad de cada realizacién del proceso de Wiener consi-
deremos primeramente el concepto de derivada temporal en media cuadratica:

dm S~ A a0 -wo)g
= dmlover oy (o) -2 aowon
T Ao At

Esta divergencia muestra que la derivada del pe de Wiener no estd definida en ningtin punto
de la realizacién. Sin embargo, las realizaciones del proceso de Wiener son continuas como
se puede ver a partir del siguiente resultado.

Podemos estudiar la continuidad del cualquier pe utilizando el criterio de Lindeberg.
Diremos, con Prob. 1, que las realizaciones son funciones continuas de ¢ si para todo € > 0
se cumple que

. 1
Alirgo A /lx_Z|>€ dx P(x,t+ At | z,t) — 0, (3.38)

uniformemente en z, ¢t y At. O sea, la probabilidad de estar infinitamente cerca de z (en el
instante ¢ + At) tiende a cero més réapido que At.

Ejemplo. Consideremos el proceso de Wiener y mostremos que efectivamente el pe W (¢)
tiene realizaciones continuas (pero no diferenciables, segin vimos anteriormente). En este
caso el propagador es

— (w2 — w1)2> ;

1
P(ws, ta | wi, 1) =
(w2 b2 [ w1, 01) = —pmms eXp( 2(t; — t1)

entonces

! / dwy exp <—(’w2——w1)2) _ L/“’dz exp(—z?)
V2TAL Jjws —wi|>e 2At V2rAt J. 2AL
= erfc (¢/V2At).

Aplicando el criterio de Lindeberg y el desarrollo erfe (y) =~ e X" /xy/7 cuando x — 00,
obtenemos

et (¢ VIBE) = lim 5 exp [~(e/VIBD] e =0

li L
m —
At—0 At
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de lo cual se deduce, a partir de (3.38), que las realizaciones son continuas con Prob. 1.

Ejercicio optativo. Muestre que una caminata aleatoria de Cauchy tiene realizaciones
discontinuas. En general se puede definir un pe de Lévy a partir del cual la caminata
aleatoria de Cauchy es un caso particular®® [11, 12, 13].

3.9 Ruido gaussiano blanco

La relacién entre el ruido gaussiano blanco?® y el movimiento browniano (proceso de Wiener)
es facil de establecer. Puesto que el ruido es gaussiano, podemos caracterizarlo completa-
mente conociendo solamente su vim y su correlacion, o sea:

(&) =0 (3.39)
(€(t)&(s)) = 6(t — s). (3.40)

La 6 de Dirac en la correlacién (3.40) indica el cardcter singular del ruido blanco; es decir,
&(t) no es realmente una funcién aleatoria “usual” de argumento ¢, o sea, un buen pe en
el contexto ordinario. No obstante, las ecuaciones (3.39) y (3.40) definen completamente el
ruido gaussiano blanco.?? El proceso de Wiener se relaciona con el ruido gaussiano blanco
mediante la ecuacién integral

/ AW () = / £(t) dt. (3.41)
A menudo suele escribirse esta ecuacién en forma de ecuacién diferencial,

W) _
= = (o), (3.42)

pero lo que debe entenderse es (3.41). Esta ecuacién diferencial es la més sencilla y a la vez
fundamental de las ecuaciones diferenciales estocésticas (ede). En ella podemos advertir la
presencia de un coeficiente que es un pe, por lo que conociendo las propiedades estadisticas
de £(t) es posible conocer las propiedades estadisticas del pe W (¢). Sin embargo, debido al
caracter singular del pe £(t), existen algunas ede que presentan ambighedades en el cilculo
diferencial, estas dificultades serdn analizadas en las préximas secciones.

Ejercicio. Utilizando el momento y la correlacién del pe £(t), muestre que mediante
(3.41) se obtienen los momentos y correlaciones que definen el proceso de Wiener.

Esquema funcional

Si extendemos la definicién de pe a espacios funcionales®! podemos volver a interpretar
la relacién que existe entre el pe W(t) y el ruido gaussiano blanco. Consideremos el ruido

28Ver segundo ejercicio de la seccién (3.3.1).

29Una realizacién del ruido gaussiano blanco se puede imaginar como una secuencia de pulsos “angostos”
(densa en el tiempo) y de pequefias amplitudes aleatorias (positivas y negativas). En el limite en que los
pulsos (de amplitud infinitesimal) son deltas de Dirac y la densidad de ellos es infinita se obtiene el ruido
gaussiano blanco.

30En general hablaremos de ruidos o pe indistintamente, y usaremos letras griegas para caracterizarlos
cuando nos refiramos a ecuaciones diferenciales.

31En esta oportunidad no ahondaremos en este aspecto técnico y sélo daremos “recetas” bésicas para
poder manejar correctamente este tipo de analisis.
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gaussiano blanco como un operador funcional £[e], cuyo argumento es una funcién arbitraria
f(t). Ahora bien, para obtener una va bien definida “necesitamos” dar una funcién de prueba
f(t), en todo su dominio, més que fijar el tiempo ¢ como se hace en un pe ordinario; o sea:

oo
= [ ewre (3.43)
0
Aqui hemos adoptado el dominio ¢ € [0, oo]. Esta expresién es correcta para toda f(t) suave,
es decir, acotada y rapidamente decreciente en los limites de integracion. De esta manera,
ahora si, la va &[f] estd bien definida, ain cuando algunas de las realizaciones £(¢) sean

objetos tan singulares como la ¢ de Dirac.
A partir de la expresién (3.43) se puede mostrar, por ejemplo, la igualdad

el = [ e (3.4

Entonces, usando £(t) = dW (t)/dt junto con los momentos del pe W (), se deduce de (3.43)

que
ey = <( | ewsa dt)2> (3.45)
- <(/0°°%f<t> dt)2>
= <<—/OOOW(t)dfd—(tw dt>2>,

donde hemos integrado por partes y usado f(oo0) = 0 por ser suave, y ademds W(0) = 0, pues

estamos asumiendo un pe de Wiener con media nula. Aplicando (W (t1)W (t2)) = min(t1,t2)
en (3.45) obtenemos finalmente

P = </Ooodt1 /Ooodtz f/(tl)f'(tg)W(tl)W(t2)>
/0°° dty /000 dty f'(t1) f'(t2) min(ty, t2)

/000 dty f'(t1) </o 1 dty f'(t2)t2 +t1 /:0 dts f/(t2)>
/OOO dty f'(t) (— /Otl dt, f(t2)>

- {f(t) /Otf(h) dt%zo +/OOO f(t2)? dty = /000 f(t)* d,

donde hemos integrando por partes dos veces.
Por otro lado, empleando las relaciones (3.39) y (3.40), que definen el ruido gaussiano
blanco, la (3.44) se prueba de forma inmediata, a saber:

*

) = ([ e an [ s an) -
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/ " fn) di / " H(t) (€(ta)E()
0 0
/0 F(t) dty / F(t2)8(t1 — 1) dts

/OOO f(t)? dt.

FEjercicio optativo. (Momentos superiores.) Utilizando (3.43) y los momentos del
proceso de Wiener calcule £] f]4>; compare este resultado con el que se obtiene a partir del
célculo directo usando (3.39) y (3.40) que definen el ruido gaussiano blanco.

3.10 Procesos gaussianos

3.10.1 Caso no singular

Un pe X(t) es gaussiano si toda la Jerarquia de Kolmogorov esté caracterizada por proba-
bilidades conjuntas gaussianas. Analicemos P, (xy,ty;- - -;®1,t1): puesto que tenemos n va
la densidad de probabilidad debe ser de la forma

e 1/2 - n
Pz, tn;- - x1ty) = % exp 71 Z(:vj — (X)) Aji (& —(X(t)))| , (3.46)
T Y
donde
AL = A ({te)) (3.47)
= ((X(&) — (X(t)))) (X (t) = (X (@)
= ({(X(EG)XW)),

en completa analogia con el caso de n-variables gaussianas.

En el contexto de los procesos estocésticos, ((X(t;)X (t;))) es una funcién de correlacién
en el tiempo. Entonces, de la férmula (3.46) deducimos que un pe X(t), gaussiano, queda
completamente caracterizado conociendo sus dos primeros cumulantes, es decir, ((X(¢))) y

{(X(OX#)))-

3.10.2 Caso singular (correlacién blanca)*

Otra forma de definir un pe X(t) es mediante el empleo de la funcional caracteristica:3?

G ([]) = <eXp {z / K6)X (2) dt] >p<[x<.>]>‘

Entonces todas las férmulas validas para va multidimensionales serdn generalizadas usando
la prescripcion:
0 )

Ok;  Ok(ty) (345)

32Comparando con la notacién de la ecuacién (3.4), se observa que P ([X (o)]) representa la probabilidad
funcional del ensemble de todas las realizaciones del pe X(t).
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Zazj — /x(t) dt. (3.49)

Por ejemplo, los momentos y correlaciones vendran dados por

(X(@)"X(s)") = imEn Sk ()™ 6kz(s)"GX([k]) k(t)=0
Es decir, para el segundo cumulante tenemos
1§ 6
(XOX6N) = 7 e O],

Ejemplo. Calculemos la funcional caracteristica del ruido gaussiano blanco £(t) [ver
también seccién (3.9)]. Dado que el pe es gaussiano y de media nula, sabemos que el tinico
cumulante que aparece es el segundo. Usando la definicién de funcional caracteristica, en
términos de un desarrollo en cumulantes, se observa de (3.6) que

inGe([K) = 57 | [ (th(ta) (€(t)€(t2)) dtr o

En el caso singular la correlacion es blanca: ((£(¢1)&(t2))) = I's 6(¢1 —t2), entonces se obtiene
finalmente

Ge([k]) = exp {—% / k(t)? dt] , (3.50)

que es la funcional buscada.

FEjercicio optativo. Usando G¢[k(t)], con I'y = 1, muestre que el momento y la correlacion
del ruido gaussiano blanco £(t) son aquellos dados en (3.39) y (3.40).

Ezcursus. La funcional generadora de los cumulantes de un pe £(t) (es decir, la funcional
In G¢([k])) no puede ser un polinomio de grado mayor que dos, sino que debe de ser una serie
para asegurar la positividad de la probabilidad. [Referencia: Teorema de Marcinkiewicz;
Math Z. 44, 612, (1939); ver también: Rajagopal and Sudarshan; Phys. Rev. A 10, 1852,
(1974).]

FEjercicio optativo. (Ruido blanco.) En la seccién (3.1.5) mostramos, en forma general,
la relacién que existe entre la probabilidad conjunta y la funcional caracteristica G¢([k]). A
partir de la funcional caracteristica gaussiana, muestre que si la correlacién es blanca no es
factible obtener una expresién para la probabilidad. Este hecho no es nada méas que una
consecuencia del caracter singular de un ruido blanco.

3.11 Espectro de fluctuaciones de procesos escalantes”

Utilizando la funcién caracteristica Gx (k,t) es posible, de una manera directa, calcular el
espectro de potencia de las fluctuaciones del pe X(t). Supongamos que el pe X(¢) cumple
con la relacién de escala (ver apéndice H.2)

= X(t), (3.51)
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donde H es algiin pardmetro que se infiere de estudiar la invariancia de la funcién carac-
teristica asociada

GX(AiH,At) = Gx(k,b); (3.52)

por ejemplo, en el caso del movimiento browniano se tiene H = % .

A partir de la relacién de escala (3.51) es posible estimar el espectro de potencia en la
siguiente forma [14]. Consideremos que el pardmetro A es una cantidad fija; entonces se
puede definir un nuevo pe Y (t) de la siguiente manera:

_A-H :
Y(t,T) = Y(t)=A"" X(At) st 0<t<T (3.53)
0 en otro lugar.
Adoptando la siguiente notacién para las transformadas de Fourier33
Fx(f,T), Fy(f,T) Transformadas de Fourier de X(¢,7) y Y (¢,7T)
Sx(f,T), Sy(f,T) Densidades espectrales de X(¢,7) y Y (¢,T) (3.54)
Sx(f), Sy (f) Densidades espectrales de X(t) y Y (¢),

tenemos, por ejemplo:
00 T
Fy(f,T) = / Y (t,T) exp(—2mift) dt = / Y (t) exp(—2mift) dt
oo 0

y SY(faT) = % | FY(f7 T) ‘27 etc.
Podemos ahora considerar el calculo de Fy (f,T) usando la relacién de escala (3.51), de
donde se deduce que

T
Fe(f,T) = /0 Y (1) exp(—2rift) dt (3.55)
T —2m1
_ % /O AH X(At) exp(—2T AL Af A At

TA . ! ,
_ / AH1X (1) exp( 27Xft)dt.
0

A partir de (3.55) se obtiene

Fe(£.T) = e (5. 7A). (3.56)

Luego Sy (f,T) estd dada por

SY(T) = 7| F(f.T) P (357)

1/ 1 \? f
= T(W) | Fx (4, TA) 2
!
A7

33Sobre la definicién de densidad espectral (espectro de potencia) ver seccién (5.1).

1

e TA).
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En el limite ' — oo la densidad espectral Sy (f) satisface la relacién
Sy(f) = Jim Sy(f,7),

entonces de (3.57) se deduce que

Sy(f) = #&((%) (3.58)

Puesto que Y (¢) no es nada mds ni nada menos que el pe X(t), sus densidades espectrales
deben coincidir. Para ver esto tomemos por ejemplo A = 1, de donde se deduce Sy (f) =
Sx(f). Entonces, de la relacién (3.58) se obtiene finalmente

$x(f) = g Sx (5. (3.59)

Ahora, poniendo formalmente f = 1 y reemplazando 1/A por f en (3.59), se obtiene el

resultado deseado: )

Esta expresion da el espectro de las fluctuaciones de un pe que cumple la relacién de escala:
X(At) = A" X(¢).

Ejemplo. (Espectro del proceso de Wiener.) La funcién caracteristica del proceso
de difusién* verifica la relacién:

k At [k
GW(W,M) = exp (-7 <m> ) = Gw(k,1),

luego la relacion de escala es

o = W),

Entonces, utilizando (3.60) con H = 1/2, se deduce que

que es el espectro de potencia del movimiento browniano.

Ejemplo. (Espectro del ruido gaussiano blanco.) La funcién caracteristica del ruido
gaussiano blanco es singular (no estéd definida), jdebido a la ocurrencia de una é§ de Dirac al
cuadrado! Este hecho se puede ver a partir de la funcional caracteristica del ruido gaussiano
blanco (3.50). La funcién caracteristica se obtiene evaluando (3.50) con la funcién de prueba
E(t) = ké(s —t), o sea:

G ([k(t) = k8(s — £)]) = Ge (k, £) = exp [-%k? /Ooo 5(s — 1)’ ds} . (361

No obstante la ocurrencia de §(s —t)? en el integrando, podemos estudiar “formalmente” la
propiedad de invariancia de G¢(k,t) a partir de (3.61); veamos:

34Tome la transformada de Fourier de (3.24).
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k r R
Gg(m,At) = exp l_f (W) /0 6(5_At)2 ds] (3.62)

F [e ]
= exp [%Akz/o (6(As" — At))2 A ds'} .

Utilizando la propiedad de la § de Dirac: §(As’ — At) = (s’ —t)/A, en (3.62), se obtiene:

00 r_ 2
—EAkQ/ <5(S—t)> A ds'

lo cual “formalmente” significa que las realizaciones de este ruido verifican la relacién de

escala: £(AD)
oz = S): (3.64)

Note que esta relacién implica un exponente H negativo. Entonces, utilizando (3.60) con
H = —1/2, se deduce que

k

GE(A_]'/Q,

At) = exp = Ge(k,t), (3.63)

Se(f) o< % = Cte,;

es decir, un espectro de potencia blanco.

Erxcursus. Utilizando la relacién de escala X(At) = A#X(¢) también es posible estudiar
la dimensién fractal de las realizaciones del pe X(¢); o sea, la autosemejanza a diferentes
escalas de la grafica de X frente a t. Ver, por ejemplo, apéndice H y referencias [12, 14, 15].

Nota. Un resultado interesante obtenido por Wiener y Kinchine establece la relacién que
existe entre el espectro de potencia Sx(f) de un pe X(t) estacionario y ergddico con su
funcién de correlacién ((X ()X (¢'))). Ver capitulo 5.

3.12 Procesos markovianos y gaussianos

La clase de procesos que son simultdneamente markovianos y gaussianos poseen una uni-
versalidad que puede ser caracterizada por su funcién de correlacién, como lo demuestra el
siguiente teorema debido a Doob [1].

Veamos primero la condicién necesaria. Puesto que es gaussiano, el pe X(¢) estard
caracterizado sélo por los cumulantes ((X (¢))) y ((X(¢t) X (¢'))). Por simplicidad y sin pérdida
de generalidad, tomemos ((X(t))) = 0, entonces la probabilidad condicionada

P(xo,to | x1,t1) = Po(x2,to; 21, t1)/Pr(21, 1),
para t1 < t9, vendréd dada por la férmula
det A;;)'/? _ 2
(de 27Tll_) exp [71 Z(j,l):1 X5 Ajl -Tli|

exp [%x%/az(tl)}

P(xa,ty | 21t1) = T (3.65)

2mo2(t1)
Aqui hemos usado (3.46) para escribir P», P; y Aj_l:l = (X(t;)X(t1)), entonces se deduce
que det Aj_ll = 02(t1)0%(t2) — (X (t1)X (t2))% y en el caso de considerar 1-tiempo se tiene
ATH = (X)X (1) = o*(t).
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Usando

XEX(0) (X)X (k) 2

A =
(X)X (h)  (X(2)X(1) )
1 o (t2) — (X (t1)X(t2))
- detdy)! —(X(t2)X(t1))  o*(t1) /7

la probabilidad condicionada (3.65) se escribe
o(t1)
VT 02 (11)0% (t2) — (X (1) X (1))

P(xo,ta | x1,t1) =

— (2307 (t1) — 2m120 (X (t1) X (t2)) + 210°(L2)) N 3
2 <02 ()02 (ts) — <X(t1)X(t2)>2) 202(t1)

Por otro lado, el término entre paréntesis en la exponencial se puede escribir en la forma:

_(xz (X (t1)X (t2)) gz<n>)2

(X (t1) X (t2)) ’
202(ts) (1 - W)

X exp

exp

a partir de lo cual podemos volver a escribir la probabilidad condicionada (o el propagador),
definiendo una correlacion normalizada o correlador:

X(t)X (¢
Dliat) = (X(0)X(t2))
o(t1)o(tz)
Es decir,
. _ (:@ pltat)o(ts) )2
o t1
P(a,ts | 21,81) = exp ) (3.66)

\/2770'2 t2) (]. — (tg,tl)z) 202(t2) (1 - (t2)t1) )

Note que si el proceso es estacionario se debe cumplir, para todo 7, que

,O(tz,tl) = p(tg — T,tl — ’7').

Ademads queda claro que si el proceso es markoviano la unica dependencia temporal en el
propagador (3.66) ha de ser a través de ¢; y to, lo cual indica que el correlador p(ty,t2)
no puede depender paramétricamente de ningtin otro tiempo pasado ni futuro. Usando la
probabilidad condicionada (3.66) podemos calcular cualquier vim condicionado.?® Asf, por
ejemplo, para t; < t3 tenemos

<X(t3)>X(t1):a:1 = /$3P($3,t3 | £1,t1) dxs (3.67)

p(ts, t1)o(ts)
o(ti)

35Ver seccién (1.14).
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Por otro lado, si el proceso es markoviano la probabilidad condicionada tiene que satisfacer la
ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Entonces podemos calcular el momento condicionado,
ecuacién (3.67), de una manera diferente: para t; < t5 < t3 tenemos

<X(t3)>X(t1)=m1 = /1‘3 |:/ P(l‘3,t3 | ZUQ,tQ)P(LL‘Q,tQ | xl,tl) dl‘g dl‘g. (368)

Intercambiando el orden de integracién tendremos

(X)) x )=y = %/@P(mz,tz | x1,t1) dxo
_ Pllsita)olts) plta,t)alta)
o(tz) o(t1) '

Entonces, al comparar ambos resultados se observa

plts,t1)olts) —_ plts,t2)o(ts) plta,t1)o(tz)
o(ty) ! o(t2) o(t1)

X1,

lo que equivale a la siguiente condicién necesaria (teorema de Doob)

p(ts,t1) = p(ts, t2)p(ta, t1). (3.69)

Ejercicio. Escriba esta condicién en el caso en que el proceso sea estacionario.

FEjercicio guiado. (Condicién suficiente.) A la inversa, veamos ahora que (3.69) es
una condicién suficiente. En este ejemplo se muestra como es posible comprender que si el
pe es gaussiano y cumple con (3.69) el pe serd markoviano. Consideremos la probabilidad
condicionada P(x4,t4 | x3,t3;22,t2;x1,t1). Silogramos mostrar que esta distribucién no
depende de las condiciones {x2,t2; 21,1} y, en general, si P(xj,t; | xj_1,tj_1; - 21,t1) =
P(xj,t; | xj—1,t;—1) habremos probado que el pe es markoviano. A los efectos de simplificar
la demostracién usamos ahora la siguiente notacién abreviada, con t4 > t3 > to >t

P(xy,ty | x3,t3;00,t0;01,t1) = P(Xy | X35 X2; X1)
(X (t1)X (t1)) = 07

<X(t1)X(t2)> /0102 = pP12.

Puesto que el pe es gaussiano, X, es una va gaussiana y también lo serd la combinacién
lineal Ty = X4 — X3p3404/03. Ademds, se deduce que (T3 X3) = 0 y que, por ser gaussiana,
T, es una vaei de X3. Por otro lado, si se cumple (3.69), en particular pagpzs = pog, €s
facil ver que (T4 X5) = 0, y también (7, X;) = 0. Entonces Ty es una vaei de X3, Xo, X;.
Dada la transformacién de variables gaussianas {Xy, X3, Xo, X1} — {T4, X3, X2, X1} se
deduce que podemos relacionar Py(X4; X3; Xo; X1) — Pa(Ty; X3; Xo; X1).  Ahora bien,
como Ty es una vaei de X3, X5, X1, la probabilidad conjunta verifica Py(Ty; X3; Xo; X1) =
Py (T4) P3(X3; Xo; X1), de lo cual se deduce que la probabilidad condicionada de tres tiempos
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satisface P(Ty | X3; X9; X1) = P(Ty), o sea, la probabilidad condicionada de tres tiempos
P(X,4 | X3;X9; X1) es sélo una funcién de { X4, X3}, que es lo que se queria demostrar. Esta
misma metodologia se puede utilizar para cualquier probabilidad condicionada de n-tiempos,
lo que demuestra la condiciéon de suficiente.

Ejercicio optativo. Muestre que las fluctuaciones de una cuerda tensa (sin masa) pueden
ser modeladas por un proceso gaussiano (estocdstico en el espacio). Muestre que no es
posible decir que las fluctuaciones son markovianas. Note ademds que el proceso no puede ser
estacionario, pues el correlador depende paramétricamente del “pasado” (extremo izquierdo
de la cuerda) y del “futuro remoto” (extremo derecho). Ayuda: ver seccién (2.3.1).

Ejemplo. (Proceso de Wiener.) Caractericemos un pe W (t) gaussiano y markoviano
mediante los cumulantes:

(W) = 0

(W(t)W(s)) = min{t,s}.

Note que este proceso no es estacionario. En este caso el correlador p(ts,t;) viene dado
(para t; < tg) por

(W(t)W(t2))
O'(tl)O'(tz)
t B ﬁ
ViVt Vi

Vemos, inmediatamente, que el teorema de Doob se satisface: p(ts,t1) = p(ts,t2)p(ta,t1),
a partir de lo cual podemos asegurar que tal proceso existe. Calculamos entonces la dis-
tribucién de probabilidad de 1-tiempo como

1 —w?
Pi(w,t) = ﬁexp <2—t> )

pues o2(t) = t. Por otro lado, la distribucién de probabilidad condicionada, ecuacién (3.66),
viene dada por

p(t27t1)

1 Vi

»,Q
— <w2 _ \/tl/tQ\/Ew1>
€
v/ 27to (1—t1/t2) P 2t2(1—t1/t2)

P(ws, ty | wi,t1) =

(3.70)

1
= Ty ()20 )

que, precisamente, corresponde al propagador del proceso de Wiener.
Ejercicio. Muestre que el propagador del proceso de Wiener (con to = 0)

P(w,t | wo,0) = exp (f (w — wp)” /2@)) :

1
v 2mte



90 CAPITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

satisface la ecuacién en derivadas parciales

2
2 Pt w,0)= 50
y cumple con la condicién inicial P(w,t — 0 | wg,0) — §(w — wg). Esta es la ecuacién
de difusién analizada por Einstein (1920) en sus estudios sobre el movimiento browniano.
Einstein logré también relacionar el coeficiente de difusién €/2 = D [o sea, a partir de la
dispersién del desplazamiento W (t)?) = 2Dt = et] con el pardmetro que caracteriza la
disipacion en el sistema. Este andlisis fue el primer intento de establecer una relacién entre
la fluctuacion y la disipacién.

Ejercicio. Muestre que un pe gaussiano de media nula (no singular) serd markoviano
y estacionario sélo si el correlador es p(t1,t2) = exp[—y | t1 — t2 |]. A la inversa, si un
proceso es gaussiano, estacionario y tiene segundo cumulante exponencial con la estructura
(X (t1)X (t2)) = 02(0) exp[—7 | t1 —t2 |], entonces el pe X(t) es tinico y se denomina proceso
de Ornstein-Uhlenbeck.

P(w,t | wg,0) (3.71)

3.12.1 Caso no estacionario 2r-periédico

Puesto que el proceso es gaussiano de media nula y markoviano se tiene que satisfacer el
teorema de Doob p(t1,t3) = p(t1,t2)p(te,t3). Ademds, por definicién de no estacionario
2m-periddico, en el régimen asintdtico la distribucién de probabilidad conjunta de 2-tiempos
tiene invariancia de traslacién discreta en el tiempo3®

Py(x1,t1500,t2)as = Plx1,t1 | 2,t2) Pi(x2,12)as
PQ(mlatl + 27T; I27t2 + 27T)asa

entonces (X (t2)X (t1)),s = (X(t2 +2m)X(t; +27)),,. Luego el correlador tendrd que ser
una funcién acotada || pas(t1,t2) ||< 1 cualesquiera que sean los valores de las variables
reales {t1,2}, deberd satisfacer la condicién de contorno p,s(t1,%1) = 1 y poseer invariancia
discreta de traslacién temporal [6].

Ejemplo. Si elegimos (X (t)),. = 0, (X (t2)X (t1)),, = X (0)? exp [cos(t1) — cos(t2)] ten-
dremos que (para t; < tg)

(X(t2)X(t1)) 6
(V(X(t2)%) v/ (X (1))

= exp [COS(tl) — COS(tQ)} )

pas(tla t2)

satisface todas las condiciones impuestas sobre el correlador. Entonces p,s(t1,t2) define un
proceso gaussiano de media nula markoviano y no estacionario 27-periédico.

Ejercicio. Caracterice completamente el proceso gaussiano markoviano no estacionario
2m-periddico del ejemplo anterior.

3.12.2 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este proceso es uno de los modelos mas importantes en el estudio de la relajaciéon de sistemas
dindmicos. Por ejemplo, cuando se trata de estudiar una particula con velocidad V inmersa

36Note la diferencia con el caso estacionario: Py(X1,t1; X2, t2)est = P(X1,t1 | X2,t2)P1(X2,t2)est- En
ese caso: P(X1,t1 | Xo,t2) = P(X1,t1 + 7 | Xo,t2 + 7) para todo 7 continuo, y P1(X2,t2)est = Pest (X2).
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en un fluido a temperatura 7, la influencia de las fluctuaciones térmicas estara presente en el
caréacter estocastico de V'(t), por otro lado el fluido ejerce un frenado (termalizacién) sobre
la velocidad de la particula. Se supone entonces que en el estado estacionario el vim de la
velocidad de la particula es nulo, y que la funciéon de correlacion temporal de la velocidad
decae con una ley exponencial que sélo depende de la diferencia de tiempos. Sabemos que
estos dos ingredientes definen completamente un pe V(t) gaussiano y estacionario. En
particular, si el correlador p(t1,t2) satisface el teorema de Doob entonces estaremos en
condiciones de asegurar que el proceso ademas es markoviano.
Si los dos primeros momentos son

V(E) =0, (V(HV(s)) = gexpw lt—s1), (3.72)

se deduce que o?(t) = % = Cte. y se observa que p(ta,t1) = exp (—y(t2 — t1)) para todo

t; < ty. Luego, trivialmente, se satisface el teorema de Doob y por consiguiente el proceso
serd, simultaneamente gaussiano y markoviano. Entonces la distribucién de probabilidad
estacionaria que lo caracteriza viene dada por

1 —v?
——exp| ——— | - (3.73)
w(2) \2(3)) o

Para el correspondiente propagador, (3.66), tendremos la expresién

Q
2
1 - ('UQ - _p(tQC’;t(lt)lg)—(tz)v1>

exp .
\/27r(%) (1— p(ta,11)?) 2(32)(1 — p(t1,t2)?) )

FEjercicio. Muestre que el conjunto de funciones (positivas) (3.73) y (3.74) satisfacen
la compatibilidad de Kolmogorov; por otro lado, (3.74) satisface la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, entonces (3.73) y (3.74) definen un proceso de Markov.

Ejercicio. Usando (3.74), muestre que la probabilidad condicionada P(v,¢ | 0,0) es
solucién de la ecuacion en derivadas parciales

0 D o2
atP(U,t ‘ 0,0) = [%"}/U + EW] P(U,t | 0,0), (375)

Pest (U) =

P(va,ta | v1,t1) =

(3.74)

y satisface la condicion inicial

7yn(l)P(v,t | 0,0) — 6(v).

En las préximas secciones veremos que la ecuacion (3.75) estd asociada con la distribucién
de probabilidad condicionada que se obtiene de la ede (lineal) para la velocidad:

d
=V ==V +£0), (3.76)

donde 7 es un coeficiente de friccién y £(t) es un ruido gaussiano blanco de media nula e
intensidad

(€@)E(s)) = D 6(t = s). (3.77)
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Note, a partir de un simple andlisis dimensional, que si [V] =cm/seg entonces [y] = 1/seg y
[D] = cm? /seg3.

FEjercicio. Compare Peg(v), dada en (3.73), con la distribucién canénica cldsica de la
mecanica estadistica del equilibrio y muestre que necesariamente se debe cumplir

kgT

donde M es la masa de la particula. Esto significa que la intensidad de las fluctuaciones del
ruido est4 relacionada con el coeficiente de friccién del fluido. Esta es una relacién tipica
entre la fluctuacién y la disipacién que aparece en sistemas que se encuentran en contacto
con un bano térmico y que cumplen el principio del balance detallado (ver capitulo 4).

FEjercicio. Integre formalmente (3.76) y use (3.77) para mostrar que la correlacién de la
velocidad

VBV (s)) = gexpm lt—s))

corresponde al régimen estacionario del proceso estocdstico definido por la ede (3.76).
Ayuda: dada una realizacién considere a £(t) como una funcién ordinaria del tiempo.

Ejercicio. Suponga que la velocidad de una particula estd bien descrita, estadisticamente,
por el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, entonces el desplazamiento de su posicién sera gaus-
siano y vendra dado por

t
X(t) = / V(') dt’ + X(0). (3.79)
0
Muestre, usando la condicién inicial X (0) = 0, que
D |2 1 1
XX (e) = 2 [Fineni) - Lo L (et i),
(Por qué el pe X(t), asi definido, no es markoviano ni es estacionario?

Ejercicio. jEn qué condiciones de friccién el pe X(t) tiende asintéticamente a ser el
proceso de Wiener? Muestre que, asintéticamente, el coeficiente de difusion que caracteriza
al segundo momento del desplazamiento (proceso de Wiener) X (¢)?) = Dx ¢ viene dado
por

2kpT
Dx = .
e M~

Ejercicio. Teniendo en cuenta las unidades de dimensién del proceso de Ornstein-

Uhlenbeck muestre que [Dx] =cm?/seg.

3.13 Relacion de Einstein

El coeficiente de difusiéon Dx se define como el factor de proporcionalidad entre el segundo
momento del desplazamiento de la particula (que se difunde) y el tiempo transcurrido desde

la condicién inicial.>” Podemos entonces generalizar esta idea mediante la siguiente definicién
d
= <(X(t) . X(O))2> = 2Dy (t). (3.80)

37 Algunos autores introducen explicitamente un factor 2. Es decir, asintéticamente, si la difusién no es
andémala se tiene: X(t)2> ~2Dx t.
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Usando la relacién (3.79) se tiene que

<(X(t)— </ dsz/ dsy V(s1)V (s2 > / dsz/ ds1 (V(s1)V(s2))g

(3.81)
donde el subindice (0) indica que es un vm calculado en el estado estacionario. Entonces
usando que (V' (s1)V(s2)), = f(| 51 — 52 |), donde f es una funcién de correlacién arbitraria,
se obtiene, luego de introducir el cambio de variable 7 = s; — so, la siguiente expresién
alternativa

((X() ~ X(0)%) :2/0tdsl /0 dsy F(| 51— s |):2/Otds1 /0 £(7) dr

Luego, tomando la derivada con respecto al tiempo, es decir, usando (3.80), se obtiene

2Dx(t) = 2/0 f(r) dr

Entonces el coeficiente de difusién se puede escribir en funcién de la correlacién de la
velocidad?®® en la forma:

Dy = Dy (o0) = /Ooo V(O (0)), dr.

En particular, Einstein [16] encontré la relacién entre la movilidad y el coeficiente de
difusion Dy . Esta relacion permite escribir la conductividad eléctrica en funcion de Dx. La
movilidad p se puede definir como la velocidad final de una particula cargada por unidad
de fuerza aplicada (V) = peF, mientras que el coeficiente de difusién como el factor de
proporcionalidad entre la corriente de particulas J, y el gradiente de concentracién J, =
*g X g—;. La idea original de Einstein fue establecer que en el equilibrio la corriente de
concentracion anula la corriente inducida por el campo eléctrico E, a partir de lo cual se
deduce la primera relacién de fluctuacién-disipacién:

Dx
UpT

M:

3.14 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado*

Cuando se presentd la ecuacién (3.76) se comenté también que el pe V(t) asi definido se
correspondia con el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Para demostrar este hecho, simplemente
tenemos que calcular la funcional caracteristica:

Gy (k) = <exp [Z /O TRV dt} > (3.82)

38Una derivacién alternativa de esta expresién se puede obtener usando la teoria de la respuesta lineal
(ver capitulo 5), frecuentemente llamada férmula de Green-Kubo. Por otro lado, en el capitulo 8 se presenta
la férmula de Scher-Lax, que es la generalizacién de la relacién de Einstein para situaciones con transporte
anémalo.
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donde V(t) es la solucién formal (¢ € [0,00]) de (3.76) para una realizacién del proceso
(ruido) £(t). Es decir,

V(1) = exp (—t) Vo + / exp (—y(t — 5)) €(s) ds. (3.83)

Introduciendo (3.83) en (3.82) e invocando el desarrollo en cumulantes se obtiene:3°

Gy([k]) = exp (z'VO / Oodt k(t) e” t) (3.84)
Xexpz nﬁ/ dt/ ds, exp (—y(t; — ;) k(t1) - -

><---k(tm)<<§(81 - &(8m))) -

Si el proceso £(s) es gaussiano, por ejemplo de media nula y blanco®® caracterizado por
(3.77), el desarrollo en cumulantes se corta en el segundo término. Entonces el pe V()
estara caracterizado por la funcional caracteristica:

Gy ([k]) = exp (z’VO / dt k(t) e—”) (3.85)
0
7D [e'¢] [e%¢) t1 to
X exp T / dtl / dtz k(tl)k(tg) / d81 / d82 6_7(1‘/1_31)6_7“2_32)5 (81 — 82) .
0 0 0 0

Efectuando las integrales en las variables s; y so2, se puede ver a partir de la funcional
(3.85) que, en el régimen asintético, todos los momentos del pe V(¢) coinciden con los
caracterizados por el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, presentado en la seccién (3.12.2).
Ejercicio. A partir de la funcional (3.85) calcule la correlacién del proceso V' (t), y muestre
que los cumulantes de orden superior al segundo son nulos.
Si el proceso gaussiano £(s) no fuera blanco, la funcional (3.85) seguiria siendo véalida
siempre que se reemplace D§ (s1 — s2) por la correspondiente correlacién del ruido

({€(s1)&(s2))) -

Un problema atin més interesante es aquel en el cual £(s) no es un procesos gaussiano.
En este caso la expresién formal para la funcional caracteristica del pe V(t) es la (3.84).
Sin embargo, esta expresion es complicada de manejar, pues necesitamos primero conocer
todos los cumulantes de £(s) y luego efectuar las infinitas integraciones correspondientes.
Asi planteado, este problema es de enorme complejidad.

Alternativamente, supongamos que se conoce la funcional caracteristica del ruido 7(s).

En este caso, si
(11 = (oo i [ komte) at] )

es una funcional dada, se trata de caracterizar el pe V(t) cuando su ecuacién diferencial
estocéstica es p

dt

39Un comentario sobre el célculo de cumulantes de procesos integrales puede verse en la ecuacién (3.119).
40Es comiin decir que un proceso es blanco si éste tiene una funcién de correlacién deltiforme. Ver tltimo
ejercicio de la seccién (3.1.2).

40

SV ) = 4V +n(t). (3.86)
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La ecuacién (3.86) define el proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado. Para resolver
este problema notemos que si escribimos 7(t) =V 4+ ~V, podemos volver a escribir G,,([k]),
lluego de efectuar integrales por parte, en la forma:

. d
G, ([k]) = e7 Vo Gy, ([—e*’”tae_”tk(t)]) . (3.87)
Entonces, definiendo la funcién de prueba Z(t) = —et7*4Le=7k(t) podemos escribir
t
Gy ([Z]) = eTikoVo G, <[e”tk(0) - / =9 7(s) ds]) . (3.88)
0

Note, de la definicién misma de funcién de prueba Z(t), que la constante kg es funcional
de Z(t) segin

ko = k(0) = /000 Z(s)exp(—ys) ds. (3.89)

La funcional (3.88) es la solucién al problema planteado, pues permite obtener todos los
cumulantes del proceso generalizado V(t) si se conoce la funcional del ruido G, ([k]) [17].

Ejercicio. A partir de la funcional (3.88) muestre que en el caso de que 7(¢) sea gaussiano
y blanco se obtiene también el resultado conocido (3.85) del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Ejercicio optativo. Demuestre explicitamente que (3.88) es la expresién general cualquie-
ra que sea la funcional caracteristica del ruido 7(t).

Ezxcursus. (Procesos no markovianos fuertes.) Aqui se trata de caracterizar un pe
X(t) cuando su evolucién temporal estd gobernada por la ecuacién diferencial estocdstica:

X&) =n(), (3.90)

cualquiera que sea la funcional caracteristica del ruido 7(¢). La ecuacién (3.90) es un caso

particular de (3.86) y define el proceso de Wiener generalizado. En los casos en que el

ruido n(t) sea “blanco”, el proceso asi definido serd markoviano pero, por supuesto, no

necesariamente gaussiano. En particular, dependiendo del “alcance” de la memoria de la

correlacién del ruido 7(t), es posible clasificar al pe X(¢) como no markoviano en un sentido

fuerte o débil, en funcién de su comportamiento en tiempos suficientemente largos [15, 18].
Ezxcursus. Definiendo el ruido de Lévy mediante la funcional:

G (k) = <exp {z /OOO k(E)n(t) dt]> — exp (-b/ooo le(s)[ ds> C ac(0,2,b>0,

obtenga los vuelos de Lévy a partir de (3.90). En este mismo contexto también se pueden
estudiar generalizaciones al caso no auténomo [12]. En el apéndice H.2 se presenta una
discucién sobre los vuelos de Lévy.

3.15 Difusion de la fase*

Una aplicacién interesante del proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado es el estudio de
la rotacién de una molécula “esférica”. Si imaginamos que la molécula es un cuerpo rigido,
la ecuacién de movimiento serd

| =

L=T7

. , (3.91)

U
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donde L es el vector momento angular y T es la suma de los torques aplicados al cuerpo
rigido. En presencia de fluctuaciones la suma de los torques tendrad una contribucién es-
tocastica n(t), ademds de los posibles torques externos Text(t), entonces también habrd que
considerar un término disipativo proporcional a la velocidad angular 7;, con lo cual la
ecuacién de movimiento toma la forma
d E x A -
it Yexe(t) 4 77(t). (3.92)
Si el cuerpo rigido es un rotor plano (un plato), el momento angular es simplemente I*,
donde I es el momento de inercia del plato. En este caso los torques serdn vectores en la
direccién de la velocidad angular *_ Entonces la ecuacién de movimiento estocéstica para
el rotor plano es

d
IE* + 9% = Text(t) + (). (3.93)

Si interesa estudiar la respuesta del sistema cuando el torque externo Yext(t) es apagado
(por ejemplo, en t = 0), se puede demostrar en el contexto de la teorfa de la respuesta
lineal (ver capitulo 5) que sélo es necesario estudiar la dindmica del sistema sin excitacién
externa. O sea, habrd que estudiar (para t > 0) funciones de correlacién y la relajacién de
la velocidad angular del sistema libre, es decir:

d
IE* +* =n(t). (3.94)

3.15.1 Relajacion dieléctrica

En 1913 Debye introdujo el modelo del rotor plano para estudiar el fenémeno de la relajacién
de un fluido dieléctrico. El consideré un ensemble de moléculas independientes entre si, cada
una con un momento dipolar dieléctrico permanente ji, libre de rotar en un eje fijo. En
este caso el torque externo se da entre el vector campo eléctrico E y el momento dipolar
permanente ji, 0 sea Loy (t) = pE(t) sen ¢ donde ¢, es el dngulo inicial (en el plano) entre
los vectores E y [i. Sien t = 0 apagamos el campo eléctrico, a partir de (3.94) se deduce
que la ecuacién de evolucion para la fase ¢ es simplemente

1L sin s (), t>0 (3.95)
az? T T T M ' ‘
Esta ecuacién se puede estudiar en términos de dos pe, *(t) y ¢(t), es decir utilizamos (3.94)
en conjuncién con

d *
=0 =*(). (3.96)

Entonces el estudio de este sistema fisico se reduce al estudio del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck [19]. En particular, si los torques estocdsticos n(t) no son gaussianos el pe *(t)
serd un proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado [15].

La funcional de la velocidad angular * se puede obtener de (3.88) comparando (3.94)
con (3.86) (para I = 1); o sea,

Gu([Z]) = e+h0% G, <[ /t T -9 7(s) ds]) , (3.97)
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donde kg = fooo Z(s) exp(—ys) ds. La funcional de la fase ¢ se obtiene inmediatamente de
(3.96) utilizando la funcional G=([Z]) como funcional del “ruido”. Entonces, nuevamente,
utilizando (3.88) con V' — ¢y v =0, n — *, y comparando (3.86) con (3.96) se deduce que

Go([M]) = e+t G ([ /t M (s) ds]) , (3.98)

donde gy = [;° M(s) ds. Introduciendo (3.97) en (3.98) se deduce que la funcional de la
fase se escribe, para todo torque estocastico 7(t), en la forma:

Gy([M]) = eFisogtito™ G, <[ /t T =) / T M) ds’ ds]> . (3.99)

Aqui ¢¢ es el dngulo inicial y *y = q.ﬁo la velocidad angular inicial en ¢ = 0. La expresién
(3.99) es exacta y vélida para cualquier tipo de pe n(t). En particular si los torques es-
tocasticos son gaussianos blancos, utilizando (3.50) se obtiene para la funcional de la fase

Gs(IM]) = eTd00 o +iko™0 exp [_TF?/ (/ ev(t—s)/ M(s’) ds’' ds>
0 t s

X (/ e”’(t_s)/ M(s") ds' ds) dt].
t S

Puesto que interesa estudiar la relajacién del momento dipolar u {cos ¢(t)), todas las
correlaciones se pueden obtener a partir de relaciones trigonométricas y de considerar la
funcional coseno y la funcional seno, por ejemplo:

<cos { /0 T o M() dt} > — R, [Go([M])]. (3.100)

Ejemplo. Se puede obtener (cos ¢(t1)) considerando la funcional (3.100) con la funcién
de prueba M (t) = 6(t — t1). En este caso, y para torques gaussianos, se obtiene

(cos $(t1)) = cos {% 4 % (1) q‘so} exp <%(“)> ,

donde
Et) === [29t—3—e " +4e].
Y

Es decir, para tiempos largos, vt > 1, la relajaciéon dipolar es exponencial.

Ejercicio optativo. Considere el rotor plano en presencia de torques gaussianos no blancos
y caracterizados por una funcién de correlaciéon de largo alcance. Muestre que la relajacion
del momento dipolar ya no es una funcién exponencial. Calcule la correlacién dipolo-dipolo
(cos ¢(t1) cos P(t2)) . Muestre que la funcién de correlacién coseno-coseno se puede estudiar
calculando (cos [¢(t1) — ¢(t2)]) mediante (3.100) evaluada con la funcién de prueba M (t) =
6(t —t1) — 6(t — t2). Ver, por ejemplo, [15].

Ezxcursus. Considere el mismo rotor plano pero cuando los torques estocasticos no son
gaussianos, ver por ejemplo [12].



98 CAPITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS

3.16 Realizaciones estocasticas (desarrollo en autofun-
ciones)

Suele ser conveniente contar con aproximaciones semianaliticas para cada una de las realiza-
ciones de un proceso estocdstico, mas aun cuando se trata de estudiar campos estocasticos.
Como veremos en esta seccién, una representacién en autofunciones puede facilmente ser
generalizada al caso de campos estocésticos d 4+ 1 dimensional.

Sea Z(t) € R, un pe arbitrario para ¢ € [0, 7], del cual sélo se conocen sus dos primeros
cumulantes (en principio no hay razén para suponer que los cumulantes superiores sean
nulos). Consideremos el desarrollo en autofunciones del segundo cumulante,

T
/O (2D Z(3) d5(s) ds = A5, (3.101)

Supondremos que el conjunto de autofunciones {¢;(s)} es normalizable y completo, es

decir:*!

/0 bi(s)oi(s) ds = 6

Z o; (1) (1)

’

s(t—1t)

’ T
/ ¢j(s) ds = Cte.
0

Entonces, cada realizacién Z(t) puede ser representada en términos de autofunciones del
operador integral (3.101) [operador de Fredholm con nicleo simétrico*? ((Z(t)Z(s)))] segin

Z(t) = 2¢;(1),

J

donde obviamente z; son nimeros aleatorios:

5= [ " Z()65(s) ds.

De aqui se observa que sus valores medios vienen dados por

(2)) = / (2(5)) by (s) ds,

41Como siempre, aqui 6;j = 6;,5 representa la delta de Kroneker.

42Puesto que el niicleo del operador de Fredholm es simétrico, y suponiendo valida la condicién de Hilbert-
Schmidt, fOT fOT [((Z(s)Z(£)))|? dt ds < oo, es posible probar las siguientes proposiciones:

a) La ecuacién integral tiene al menos un autovalor no nulo.

b) Cada autovalor tiene a lo sumo una degeneracién finita.

c¢) Existe un conjunto (finito o infinito) de autofunciones completo, con la propiedad de que toda funcién
F(t) de cuadrado integrable en [0,7T] puede ser representada, en el sentido de convergencia en media, en
la forma: F(t) = h(t) + > ¢n(t)zn, donde h(t) es una funcién que verifica [ ((Z(¢t)Z(s))) h(t)dt = 0 y
i = [ dn(t)Z(t)dt.

e) El nicleo ((Z(t)Z(s))) de la ecuacién integral puede ser desarrollado en serie en la forma ((Z(¢)Z(s))) =
> Andn(t)Pn(s), convergiendo en media.
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mientras que el segundo cumulante estd caracterizado por el autovalor \;:
* ) T
2 2
=) = [ (e s,

Aqui hemos usado la normalizacién fOT ¢;(s)* ds = 1. Vemos entonces que el problema se
ha reducido a caracterizar las va z;; luego, si s6lo conocemos los dos primeros momentos del
pe Z(t), ello equivale a “construir” una aproximacién gaussiana para las realizaciones Z(t).
Ejercicio. Pruebe que zj, 2 no estan correlacionadas. ;Son z;,2 vaei?
FEjercicio. La distribucién de probabilidad P(z;) viene dada por la funcién caracteristica
G, (k), que a su vez viene dada en términos de las autofunciones ¢;(s) y todos los cumulantes
del pe Z(t) segin

G (k) = (explikz])

T
<exp lzk/@ Z(s)p;i(s) ds]>

RGO L S s Z(s T s
explz / /O@( < Oyfom) (Zle1) -+ ZGom) [T

m!
m=1

Muestre que G, (k) no es una funcional caracteristica, aqui las autofunciones ¢;(s) son

factores de peso que provienen del desarrollo en cumulantes de la va z; = fOT Z(s)p;(s) ds.

Ejercicio. En la aproximacién gaussiana, muestre que cuando (Z(¢)) = 0 la distribucién

conjunta de todas las va z;, o sea, P({#;}), queda completamente caracterizada por la forma

bilineal 7’- A - 2 ALz
_Z . . Z

P({z;}) o exp [T] ,

donde la matriz diagonal A viene dada por

o 0 o 02
Aici -0 0
Al=]0 - XN -
0 0 - A

0 0 0 0

En principio los autovalores \; pueden ser degenerados, pero se ha supuesto que el con-
junto de autofunciones ¢;(s) es completo. Note que el beneficio de usar esta representacién
(de Karhumen-Loéve) radica en poder construir aproximaciones (gaussianas) analiticas a las
realizaciones Z(t) en términos de va no correlacionadas z; [20].

Ejemplo. Aqui mostramos cémo trabajar la ecuacién integral (3.101) en un caso parti-
cularmente simple. Supongamos que la funcién de correlacién ((Z(t1)Z(t2))) tiene la si-
guiente dependencia en los argumentos (¢1,t3) :

({(Z(t1)Z(t2))) = g (min(ty,12)) . (3.102)

El caso lineal ¢(t) = ¢ corresponde al movimiento browniano (proceso de Wiener). Aplicando
(3.102) en (3.101) se obtiene

/0 1 g(t2)9(t2) dtz + 9<t1)/t o(t2) dtz = Ap(t1). (3.103)
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Entonces ¢(t = 0) verifica la relacién

T
26(0) = g(0) /0 O(t2) di.

Si se elige una funcién de correlacién que satisface g(0) = 0, obtenemos para las autofun-
ciones la siguiente la condicién de contorno:

#(0) = 0. (3.104)
Diferenciando la ecuacién (3.103) una vez con respecto a t1, se obtiene®?
! T ’ T ’
g(t)o(t) + g (t1) [ o(t2) dta —g(t1)d(t1) = g (t1) [ o(t2) dta = A¢ (t1). (3.105)

tl tl

Luego, si se satisface g/ (T) # o0, se deduce la segunda condicién de contorno para las
autofunciones: )
¢ (T)=0. (3.106)

Diferenciando otra vez la ecuacién (3.105), se obtiene

2 T ! 1"
g (t) / O(t2) dtz — g ()b(t1) = A9 (). (3.107)

Esta es la ecuacién que deberiamos resolver, junto con las condiciones de contorno (3.104)
y (3.106), para encontrar las autofunciones ¢(t).

FEjercicio. Muestre que en el caso de que g(t) sea lineal, las autofunciones estarén carac-
terizadas por

/2 1 2j+h)r .
¢i(t) = Tsen(wjt) donde w; = )\_j:T’ ji=1,2,3--

Entonces las realizaciones del proceso de Wiener se pueden escribir en la forma

2(t) = \/g izj sen(w;t), 2z = \/% /O " 200) sen(uyt) d.

91 (Z(t)) = 0= (2j) =0, y, como ya se comentd, {z;} son vaei con segundo momento
2y =)\ =20/ (25 + 1) 7).
Ejercicio optativo. Estudie el desarrollo en autofunciones ¢;(t) para situaciones en las
que g(t) no es lineal.
Ejercicio optativo. Generalice el desarrollo en autofunciones para campos estocasticos
d + 1 dimensional. Considere un nicleo en el operador integral (3.101) de la forma

((Z(r1,t1)Z(r2,t2))) 5

donde r es un vector de dimensién d.

43En general usaremos la notacién: g’ () = %g(t), g’ (t) = %g(t), ete.
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3.17 Ecuaciones diferenciales estocasticas

3.17.1 Ecuacion de Langevin

Una ecuacién diferencial en la cual aparecen coeficientes que son funciones aleatorias del
tiempo, de caracter gaussiano y con correlacién deltiforme, es una ecuaciéon de Langevin.
Por otro lado, y como es evidente, la ecuacién de Langevin es sélo un caso particular de
ede.

Las fuerzas generalizadas de Langevin, habitualmente denominadas, fuerzas de ruido
blanco, representan a las variables dindmicas que fluctian en una escala de tiempo corta,
en comparacién con la relajacién de las variables de estado macroscépicas que describen
un sistema [1]. Més atin, estamos suponiendo que conocemos, en un sentido estadistico,
el comportamiento de estas variables que llamamos “ocultas”, y a las que representamos
mediante uno o varios pe. En lo que sigue analizaremos en detalle el caso 1-dimensional.**
Sea

dX

dt

la ede para la variable X. Aqui £(¢) es un pe gaussiano é-correlacionado de media nula, por

lo que estd completamente caracterizado por (3.39), (3.40) y se cumple que W (t) — W (0) =

fg &(7) dr, donde W (t) es una realizacién del pe de Wiener. En (3.108), h(X,t) y g(X, 1)
son funciones conocidas de la variable incégnita?® X y del tiempo ¢.
En realidad la ede (3.108) no estd bien definida, pues la integral

= h(X,t) + g(X,t)E(2), (3.108)

/ (X, ¢') AW (t') (3.109)

no estd, aun, correctamente especificada. Cada eleccién particular de la regla de integracion
que se use, se corresponderd con un calculo diferencial estocdstico especifico. Esta distincién
es la que conduce, por ejemplo, al calculo diferencial estocastico de Ito o al de Stratonovich
[2]. En particular el cédlculo de Stratonovich coincide con el célculo diferencial ordinario
(tiene las mismas reglas de diferenciacién).

Si g(X, t) fuese, a lo sumo, una funcién dependiente del tiempo, esta dificultad no apare-
ceria, pues el vim de la integral en cuestién seria el vim de una integral ordinaria de Riemann-
Stieljes:

) (Do o)W () = W(t;-)])

la cual converge a [ g(t') dW (¢')) independientemente de la eleccién de 7;, donde ¢;_; <
T; < t;. Este tipo de analisis no sera discutido en el presente texto,*® aqui sélo nos limitare-
mos a usar el calculo diferencial estocéstico de Stratonovich.

Existen justificaciones fisicas para elegir un cdlculo diferencial u otro. En particular, en

el caso de usar una funcién de correlacién, <<§(t)§(t/)>>, que aproxima a la § de Dirac
se obtiene un calculo diferencial que coincide con el célculo de Stratonovich. Esta es una

justificacién plausible para el uso de este particular cdlculo diferencial estocastico. Por otro
lado, el calculo de Stratonovich es fisicamente razonable en los casos en que las fuerzas

44Una presentacién escueta de la generalizacién a n ecuaciones acopladas se presenta en la ltima seccién.
45 Aqui ya conviene simplificar la notacién y denotar pe X (t) al proceso caracterizado por la ede (3.108).
46Una discusién de este tema se puede consultar en el texto de Langouch, Roekaerts y Tirapegui 8]
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de Langevin sean externas, pues alli las correlaciones aproximan a la § de Dirac. Cabe
destacar que la ecuacién (3.108), en si misma, no tiene sentido, sin antes especificar un
célculo diferencial estocdstico; es decir, si no se define en qué instante*” hay que evaluar la
funcién g(X(¢'),t") en el integrando (3.109).

3.17.2 Integrales de Wiener en el calculo de Stratonovich

A los efectos de ilustrar este particular calculo diferencial presentaremos aqui algunos ejem-
plos de aplicaciones concretas.
Ejemplo. Sea W (t) una realizacién del pe de Wiener (con W(0) = 0). Si definimos

. t , . . .
el proceso gaussiano *(t) = fo W (s) ds, podria ser necesario considerar valores medios y
correlaciones entre ambos procesos. Por ejemplo, calculemos

awier~o) = (W [ W as) = [ wiwe) ds

Usando la correlacién del proceso de Wiener (W (s)W (t)) = min{¢, s} se ve inmediatamente

que
2

(W (> (1)) = /O sds =T

Ejercicio. Considere el proceso de Wiener. Muestre integrando por partes que

</:+T W (s) dW(s)> = %

Ejemplo. Usando el calculo diferencial ordinario mostremos ahora que

</Ot *(t') dW(t’)> =0.

Para ello, primero integramos por partes (con las reglas usuales de diferenciacién); entonces

téﬂﬂMWﬂ=FMWW%—A*WWWMﬂ

De la definicién del proceso *(t) y notando que W(0) = *(0) = 0 se observa que

/ C () aW () = ()Wt / Ww ) ar,
0 0

entonces, tomando valores medios en las realizaciones del proceso de Wiener se obtiene

finalmente
</0t*(t’) dW(t’)> = <*(t)W(t)_/OtW(t/)W(t/) dt,>

- #wwmw/ﬁwmww»w

0

t2 t
= ——/ t' dt' = 0.
2 0

47En el célculo de Stratonovich el instante T; que se usa es justo el punto medio.
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Ejercicio. Muestre que la correlacién del proceso *(t) = | "W (s) ds viene dada por

0

(*(0)*(12)) = 42 +

tot?

9 para t; < ta.

O sea, el proceso *(t) es gaussiano pero no es estacionario ni markoviano [21]. ;Por qué?
FEjercicio optativo. Calcule la funcional generatriz del proceso *(t) y verifique el resultado
del ejercicio anterior. Ayuda: use los resultados de la seccién (3.14).
Ejercicio. Sea el proceso no gaussiano n(t) = fg *(s) dW(s). Muestre que la correlacién
del proceso 7(t) viene dada por

(n(t2)n(t2)) = 7o [mintr, 12)]"

O sea, el proceso 7(t) no es estacionario. jPor qué a partir de este resultado no es posible
concluir nada sobre la condicién de no Markoviano del proceso 7(t)?

FEjercicio. Sea el proceso no gaussiano A(t) = fot W?2(s) ds. Muestre que el segundo
momento de A(t) viene dado por [22]

a2 _
A @)>_.12t.

Ejercicio optativo. Sea el proceso 6(t) = fot n(s) ds con n(t) = fot *(s) dW(s). Muestre
que el segundo momento de 6(t) viene dado por

*92(t)> _ L
180 °

3.17.3 Ecuaciones diferenciales estocasticas de Stratonovich
Tiempos cortos

Si escribimos (3.108) en forma integral

t+7 t+7
X@+T%:X+/‘ MXW%ﬂdf+/) g(X (), e dt, (3.110)

el tercer término del segundo miembro muestra la integral en conflicto. Aqui hay que
especificar el calculo diferencial estocdstico a usar [23]. En lo que sigue adoptaremos siempre
el cdlculo de Stratonovich [5, 13, 24]. Suponiendo que tanto h(X (¢'),t) como g(X(t'),t’) se
pueden desarrollar en series de Taylor?® alrededor de X

X)), 1) ~ h(X,t)+n(X,)(X{HE)—X)+---
(3.111)
gX(#), 1) =~ g(X,t)+ g (X, )X{H)-X)+--,
se obtiene, a partir de (3.110), que la solucién integral sélo depende de la condicién inicial

X y de las realizaciones de los incrementos de Wiener dW(t) = £(t) dt. Mediante este
procedimiento es posible calcular todos los momentos en O(7").

48Fn esta seccién h'(X,t) o h'/(X,t), etc. representard la primera o segunda derivada de la funcién h(X,t)
con respecto a X.
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Si la ede fuese lineal, serfa factible obtener la solucién exacta X ([£(t)],¢) como funcional
del pe £(t). En este caso se pueden calcular todos los momentos del pe X(t) a partir
del conocimiento estadistico de pe &(t). Alternativamente, también es factible calcular la
funcional caracteristica del proceso en estudio [ver seccién (3.14)]. En la mayoria de los
casos no lineales no es posible obtener una solucién cerrada de la ede (3.108); sin embargo,
es factible obtener una ecuacién en derivadas parciales para el propagador del pe X (¢) (o
sea, P(x,t | 2',t')). Esta ecuacién de evolucién se llama ecuacién de Fokker-Planck (F-P)
y serd analizada en detalle en la préxima seccion.

Ejercicio optativo. Aplicando (3.111) en (3.110), obtenga luego de repetidas iteraciones

t4r t4-T t’
Xt+71)—-X = / h(X,t) dt’+/ h’(X,t/)/ R(X, ") dt’ dt” + (3.112)
t t t
t+7 ' t+7
+ / B (X, 1) / (X, EE") dt” dt’ + / g(X, () dt +
t t t
t+T t/
+ / (X, 1) / B(X,EE) dt” dt +
t t

t+1 t
+1 guwy[gMJKumawtﬁ+~~

Ejercicio. Basédndose en el teorema fundamental del andlisis (teorema del valor medio
para funciones continuas) muestre que en el limite 7 — 0 se obtiene
t+r t’
lim R'(X,t) / h(X,t") dt’ dt” — br*h/ (X, t)h(X,t) + br*h" (X, t)h(X, t) + O(1%),
t

70 J,

donde b € [0,1]. O sea, las integrales que no contienen fuerzas de Langevin &(t) se comportan
en el limite 7 — 0 del O(72).

Ejercicio guiado. Mostremos usando diferenciales de Wiener que en el limite 7 — 0 se
obtiene:

7—0

t+1 t’ -
lim </t J (X, t/)/t g( X, e e at’ dt”> — 5g’(X, tg(X,t) +0O(r"), (3.113)

con n > 1. Para demostrar este resultado primero identificamos dW (¢') = £(¢') dt’. Entonces
usando el teorema fundamental del andlisis podemos escribir:

t47 t’ t+T
/t g (Xt dW(t’)/t 9(X, ") dW(t”)zg(X,b)/t g'(X 1) dw (@) [W(t') = W(®)],

donde b € (¢,t'). En el limite 7 ~ 0 podemos aproximar este resultado en la forma
t+1
gOX0) [ g OV W) - W(e)]
t
t+1
~ XY [ W) V() - WD) -
t

— (X, b)g (X, 1) < /t Wy awey - wi /t o dW(t’)).
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Si ahora tomamos el valor medio y usamos

<W(t) /t . dW(t’)> = WOWE ) - W) =0,

se deduce que
t47 t’ t+7
[ sy awe) [ g aven) = gngeen ([ we ave))
t t t
~ / T

y en el limite 7 — 0 corresponde al resultado (3.113), pues b — t.

Ejercicio optativo. Muestre que el resultado del ejercicio anterior también se puede
obtener usando las propiedades de los cumulantes de £(t), si ademds se interpreta que

/a F@)6(x — a) da = %f(a).
b

Esta definicion esta en acuerdo con la interpretacion del calculo diferencial de Stratonovich.
Ejercicio guiado. Usando (3.112) y las propiedades estadisticas del pe £(t), obtenga en
el limite 7 — 0

(X(t+71)—X) [h(X,t)—i—%g’(X,t)g(X,t) T

(3.114)
(X@+n-X)") = [o(X,09(X, D] 7.

Note que 7 es el orden principal. Muestre también que los momentos superiores son de
O(72). Este es el motivo por el cual una ede del tipo (3.108) caracteriza, en general, a X (£)
como un pe markoviano inducido por el ruido gaussiano blanco £(t).

Ezcursus. En general, a partir de una ede arbitraria como la (3.108) se puede ver que
si el ruido £(¢), cualquiera que sea, es é-correlacionado, entonces el proceso inducido X ()
serd markoviano (ver ejercicio 16-20, pag. 651 de la referencia [10]).

Ejercicio optativo. A parkir de la ede (3.76) y para el caso en que el ruido £(¢) tenga
una correlacion exponencial, §2> e~ 1t1/7 muestre que la difusividad, lim,_,q AV(7)2> / T,
se anula si 7. # 0; de aqui es posible inferir que el pe V(t) no es markoviano.

Perturbaciones temporales singulares

En general, una ede no puede ser analizada para tiempos largos mediante un desarrollo
perturbativo del tipo (3.112), pues este tipo de anédlisis implica una perturbacién singular.
El presente ejemplo determinista muestra tal problema.

Considere la ecuaciéon diferencial:

d
EX =—eX, X(0)=1,e>0,t€ ][0, (3.115)
La solucién es obvia: X(t) = exp(—e t), y su limite asintético X (¢ — oo) — 0 también
es inmediato. Note que este sencillo resultado no se puede obtener mediante una teoria de
perturbacién en el tiempo.
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Ejercicio. Muestre que la solucién perturbativa (temporal) de (3.115) es:49

n

[e.@]
B (*6 t)n
X(t) =Y T (3.116)
n=0
Pero si no conociéramos esta suma y cortdramos (3.116) en el orden p, obtendriamos
n

X,(t) ~ i (= 't) . (3.117)
n=0 :

n

Esta expresién aproxima el resultado correcto sélo para tiempos ¢ < p/e. Mds ain, esta
aproximacién darfa un resultado asintético incorrecto [X (¢ — oo) — diverge|, este simple
hecho muestra que en general los desarrollos perturbativos en el tiempo son singulares.

Ejercicio optativo. Muestre que si se introduce un desarrollo perturbativo en la variable
conjugada de Laplace,?® este fenémeno singular desaparece.

Desafortunadamente, la transformada de Laplace no es titil en una ede del tipo (3.108).
Necesitamos, entonces, alguna hipétesis extra que nos permita obtener informacién sobre
el pe X(t), a todo tiempo, conociendo solamente sus desarrollos perturbativos a tiempos
cortos. Esta hipdtesis la proporciona la estructura de los procesos de Markov, razén por la
cual estos pe son de importancia en la teorfa estadistica de no equilibrio; ver seccién (3.18).

Comentario sobre los cumulantes de procesos integrados

En el capitulo 1 presentamos la funcién generadora de los cumulantes de una va como el
logaritmo de la funcién caracteristica. Ademas, en ese mismo capitulo se introdujo también
un esquema de diagramas que permite el calculo de cualquier cumulante de orden n si se
conocen los cumulantes de orden inferior.

Consideremos ahora un pe definido mediante la integral de un proceso arbitrario n(t); o
sea:

X(t) = / n(s) ds. (3.118)

Se trata aqui de mostrar que, en efecto, la siguiente ecuacién es valida para todo pe n(t) y
n arbitrario:

(X (1) - X(tn))) —/-~/d81~--dsn {(n(s1) - n(sn))) - (3.119)

Ejemplo. Para el caso del segundo cumulante, la relacién es obvia. Probemos (3.119)
para el tercer cumulante. En general, usando el esquema diagramético®! se deduce que

(X (£2) X (t2) X (£3))) = (X (22) X (t2) X (t3)) — ((X(£2) X (t2))) (X (t3)) —

— (X (0) X (83))) (X (82)) — (X (82) X (83))) (X (02)) — (X (t2)) (X(L2)) (X (23)) ,

490bviamente esta expresién es el desarrollo en serie de una exponencial.

50La transformada de Laplace de una funcién arbitraria f(t) se define de la siguiente manera: f(u) =
Lu[f@®)] = [5° f(t)e~“t dt, donde u es un nimero arbitrario siempre y cuando la integral converja. El
estudio de f(u) en el limite v — 0 da informacién sobre el comportamiento de f(t) para el régimen de
tiempos largos t — co. En el capitulo 7 se dardn algunas propiedades al respecto.

51Ver seccién (1.10).




3.17. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS 107

y aplicando (3.118) en esta expresién se obtiene

(X (1) X ()X (Es))) = / / / {n(som(s2)n(sa)) — (n(s2)n(s2))) ((s3)) —
(n(sa)n(sa))) (n(s2)) — ((ns2)m(sa))) (n(sr)) —

= (n(s1)) ((s2)) (n(s3))} ds1 dsz dss

= [ [ [tatsontsns) dsi dss dss

que es el resultado que se queria probar.

FEjercicio. Muestre que la relacién (3.119) es valida para todo n.

Ejemplo. Podemos invocar un desarrollo en cumulantes para promediar soluciones que
involucren integrales estocésticas. Un ejemplo de aplicacién es la ede dX/dt = —e(t)X,
donde ¢(t) es un pe arbitrario. El pe X (t) asi definido se llama el oscilador de Kubo [1, 17].
Su solucién integral para una realizacién del pe e(t) es

t
X(t) = X(0)exp <—/ e(s) ds) .
0
Un caso més sencillo que éste ya fue presentado en la seccién (3.14).

Aproximaciéon autoconsistente para pequenas fluctuaciones*

Si el término de ruido en una ecuacién de Langevin es pequeno, y la parte determinista
de la ecuacién diferencial admite una solucién estacionaria y estable, es posible estudiar la
correspondiente ede, en valor medio, en el contexto de una teoria de perturbacién, donde
el parametro de pequenés sea la amplitud de las fluctuaciones.

En el capitulo 1 vimos que si h(X) es una funcién no lineal arbitraria de la va X, es
factible introducir un desarrollo en fluctuaciones para calcular su vm:

) =30 i, (0= 00, (3.120)

Entonces, en ciertas condiciones particulares para cada caso, es posible reemplazar en una
ede el término no lineal h(X) por una expresién mas sencilla. Es decir, es factible estudiar
de manera autoconsistente la evolucién de (X (¢)) en forma perturbativa. Por ejemplo, si la
ede es

d
X = h(X) +Vd £(t) (3.121)
donde £(t) es un ruido gaussiano blanco de media nula, podemos tomar valores medios en

(3.121) y usando (3.120) obtenemos:

.1 [d"h
x=-% %

n=0

]X_m (X — (X)) (3.122)
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En general, este sistema no es cerrado pero se puede resolver de forma aproximada truncando
la serie convenientemente. Por otro lado, si A(X) es un polinomio, es posible introducir
aproximaciones gaussianas, entonces (3.122) puede resolverse autoconsistentemente en ese
mismo orden de aproximacién [22].

Ezcursus. La aproximacién autoconsistente también se puede emplear en problemas de
ecuaciones estocésticas en derivadas parciales, es decir, en el andlisis de las fluctuaciones de
campos estocésticos (sistemas no homogéneos) [25].

3.18 La ecuaciéon de Fokker-Planck

El problema del cdlculo de los momentos y correlaciones del pe X(t), caracterizado por
la ede (3.108), se reduce a calcular promedios conociendo la jerarquia de distribuciones
de Kolmogorov. Como ya se comentd, para un proceso de Markov el conocimiento de
la probabilidad condicionada (el propagador) y la distribucién de 1-tiempo, permiten la
caracterizacién completa del pe. La relacién entre estos dos objetos, P(x1,t1 | xo,to0) ¥
Py (z,t), viene dada por la compatibilidad de la jerarquia de Kolmogorov y la regla de Bayes
(definicién de probabilidad condicionada). En general, si el pe es estacionario, casi siempre
se estard interesado en resultados asintéticos (tiempos largos). En cuyo caso la distribucién
estacionaria de probabilidad (que es independiente de ¢) se obtiene como el limite asintético,
para tg — —oo , del propagador.®? Por otro lado, la ecuacién diferencial que gobierna
al propagador del sistema es la misma que la ecuacién de evolucién para la distribucién de
probabilidad de 1-tiempo. Intentemos entonces obtener esta ecuacién en derivadas parciales.

Existen muchos métodos para la obtencion de la ecuacién de Fokker-Planck a partir
de una ede de Langevin. Por ejemplo, el método de integrales de caminos [8], desarrollos
en cumulantes ordinarios y cumulantes de Terwiel®® [1, 24], anélisis funcional [26], etc.
En particular, aqui presentaremos uno de los métodos mas sencillos y que esté fuertemente
inspirado en el calculo de la funcién caracteristica presentado en el capitulo 1. Por otro lado,
este método permite un anélisis directo en aquellos casos en que las fuerzas estocédsticas no
sean gaussianas ni de correlacién deltiforme. Por supuesto, en el caso particular de que el
ruido tenga correlacién no deltiforme, la probabilidad condicionada (o propagador) no serd
suficiente para caracterizar completamente el sistema, puesto que éste es no markoviano.

En la representacién (II), para un valor del tiempo dado, ¢ € [t;,tf], el pe X (t) es
equivalente a una va caracterizada por la distribucién P(z,t). En particular, si el pe X (¢)
toma, con certeza, un valor dado x’ en el instante #', la distribucién de la va (en el instante
t) viene dada por la probabilidad condicionada P(z,t | 2/,t"). Esta distribucién se puede
estudiar en términos de la funcién caracteristica (su transformada de Fourier). Tomando
t=t+At, t' =tya = X(t), la funcién caracteristica viene dada en términos de los
momentos condicionados:

([(X(t+At) = X)),

los cuales se suponen conocidos a partir de su correspondiente ede.’® Entonces, en general,

52Ver segundo ejercicio de la seccién (3.4)

53a definicién de ambos cumulantes se presenté en el capitulo 1. El punto de partida para pasar de una
ecuacién diferencial no lineal y estocéstica a una ecuacién lineal para la densidad de probabilidad, se basa
en el uso de la ecuacién de Liouville [para un fluido no necesariamente incompresible] y el empleo del lema
de van Kampen [1].

54Por ejemplo, en la ecuacién (3.114) se dan los dos primeros momentos para 7 — 0.
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la funcién caracteristica condicionada®® viene dada por

Gk, a' 1, AY) = / oxp (ik(z — 7)) Pt + At | 2/, 4) da (3.123)

— o

1+Z (ik)" M, (', t, At)/n).

Aqui M, (a',t, At) = ([X (¢ + At) — X()]") x (1=, - La notacién de momentos condiciona-
dos indica que la solucién de la ede se ha tomado con la condicién inicial X (¢) = z’. Luego,
el propagador puede obtenerse invirtiendo en Fourier la funcién (3.123)

Plat+At|2,t) = 2i/ oxp (—ik(z — 2')) G(k, o/, 1, At) dk (3.124)
T

= —/ exp (—ik(z — 2’)

Observando que n > 1, podemos usar la siguiente relacién operacional de Fourier

1+ Z (ik)" M, (', t At)/n‘]

% _OO exp (—ik(x — 2')) (ik)™ dk = (—%) o(x — z), (3.125)

y utilizando las propiedades de la § de Dirac, de (3.124) se obtiene

Pz, t+ At | 2, t)

1+ Z )" M.t At) /n'] S(x—a). (3.126)

Si At — 0, esta ecuacién representa la solucién infinitesimal para el propagador del
sistema en términos de los momentos del pe X (t). La ecuacién (3.126) también satisface la
condicién inicial, usual, de la probabilidad condicionada

lim P(x,t+ At |2',t) — 6(z — ).
At—0

La ecuacién de evolucién para la probabilidad condicionada se obtiene construyendo la
derivada temporal del propagador infinitesimal

Alimo [P(z,t + At | 2/ t) — P(z,t |2/, t)] JAt = (3.127)
s, 0 My(x,t, A . /
= AI%IEO Z( 8;5) W] b(x—x)=L(x,t)0(x —x).

n=

Entonces L£(z,t) es un operador diferencial sobre la condicién inicial. Esta es la ecuacién
en derivadas parciales buscada. O sea, podemos escribir una ecuacién para la derivada
temporal de la probabilidad condicionada en el instante inicial:

= L(z,7)P(x,T | x/,tl) : (3.128)

0 ;o
—P(x,7|x,t) )
! T=t

or

T=t

55Ver seccién (1.14).
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En particular, si la ede (3.108) involucra un ruido gaussiano blanco, £(t), solamente
los dos primeros momentos M, (z',t, At) son del O(At), con lo cual de (3.127) se obtiene
una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden, llamada ecuacién de Fokker-Planck
(F-P).

La ecuacion de F-P representa la generalizacion de la ecuacién de difusion, pues en ella
aparece un término de deriva proporcional a

1i My (z,t, At)
Ao At ’

Asf como el término usual de difusién proporcional a

MQ (x, t, At)

y
o T 2IAt

At

En general, éstos son coeficientes no homogéneos en la variable de estado x. Definiendo

. M1 (ZE, t, At) _
dm =R = K@Y
(3.129)
. Mg(.’]ﬁ, t, At)
A oA D(z,1),

podemos escribir los coeficientes de la ecuacién de F-P en funcién de los coeficientes que
aparecen en la ecuacién de Langevin dX/dt = h(X,t) + g(X,t)&(¢). Usando los resultados
de (3.114) se ve que

K(z,t) = h(m,t)—i—%g/(x,t)g(:v,t) (3.130)
Diwt) — %[g(x,t)]z, (3.131)

de donde se deduce que la ecuacién diferencial de F-P (en el célculo de Stratonovich) se
escribe para todo t,t" en la forma

2
%P(x,t | 2/,t) = faamK(az,t) + %D(x,t) P(x,t|a't). (3.132)
Note que integrando en la condicion inicial obtenemos la misma ecuacién de evolucién para
la distribucién de probabilidad de 1-tiempo P (z,t).

FEjercicio. Sea X(t) es un pe de Markov (continuo) caracterizado para At — 0 por
Mi(2',t, At) ~ O(At), Ma(x',t,At) ~ O(At) y M, (2, t,At) ~ O(At) con v > 1 para
n > 3, donde

=T

My (2", At) = ([X(E+ At) = X(O]") x ()=’ -

Muestre que el propagador infinitesimal satisface

2
8 n 1%
P(x,t+ At | 2/, t) = 1+7;<—%) M, (z,t, At)/n!| P(z,t | 2’ t) + O(ALY).
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Por otro lado, puesto que el pe X (¢) es de Markov se cumple la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, es decir:

Pz, t+ At |z ,t) :/P(a:,t+At | 2,)P(z,t |2 t)dz; t >t .

Usando (3.124) podemos relacionar P(x,t + At | z,t) con la inversa de la transformada
de Fourier de G(k, z,t, At), entonces la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se escribird, en
funcién de M, (z,t, At), de la siguiente manera (V ¢ >t ):

P(I’t + At | mlvt/) _ //eik(mz)

n! 2
(3.133)

> M, (z,t, At o odz dk
1+Z(ik)”M Plzt| o t) 228,
n=1

Esta es la ecuacién de Chapman-Kolmogorov en su forma diferencial.

FEjercicio. (Prueba de 3.132.) Usando el comportamiento (para At — 0) de los momen-
tos M, (z,t, At) y la relacién operacional de Fourier (3.125) obtenga, a partir de la ecuacién
de Chapman-Kolmogorov diferencial, la ecuacién de F-P para el proceso de Markov X (),
o sea: (3.132).

Ejercicio. Usando (3.130), (3.131) y (3.132) muestre que la ecuacién de F-P asociada a
la ecuacién de Langevin (3.108) se puede escribir, también, en la forma:

0 0 10 0 /
_ P — | . _ ATAWN > 1.
atP(a:,t|9c,t) [ 6mh(9c,t)+2axg(x,t)8xg(x,t)] P(z,t|2't"); Vi>t

Excursus. Si en lugar de haber usado el calculo diferencial de Stratonovich hubiésemos
usado el calculo de Ito, la ecuacién de F-P asociada al proceso de Markov X (¢) serfa
0 0 100

—P(z,t |2, t) = {——h(m,t) +

o o (m,t)Q] Pz, t| ' t); Vi>t.

De aqui se observa que para una ede con g = ¢(t) no existe ninguna diferencia entre ambos
calculos diferenciales. En el caso de que g sea una funcién de la variable de estado, g = g(x),
la ede suele llamarse, habitualmente, de ruido multiplicativa.®®

Ezcursus. (Dilema Ito-Stratonovich.) Si se compara (3.132) con la ecuacién de F-P
que se obtiene usando el cdlculo de Ito, es sencillo observar que la diferencia es una deriva
espuria. Sin embargo, cabe destacar que no existe justificacion alguna para elegir un célculo
diferencial de otro; simplemente la ecuacién (3.108) es una pre-ecuacion en el sentido que
carece de significado si no se define algtin calculo deferencial especifico. Por consiguiente
ambos pe X (t) (de Markov) son diferentes y estdn corretamente definidos [23].

En general, si sabemos que el pe X(t) es de Markov, pero no todos sus momentos
M, (2',t, At) conn > 3 son de O(At”) con v > 1, la ecuacién de evolucién para el propagador
serd

o

8 ;) a . 1 ’ | ;) ’
—_ = ——\" — ! ; >
8tP(J:,t|m,t) E ( 83:) Alirgo AtMn(ac,t,At)/n P(z,t|2',t); Vi>t,

n=1

56En 1D esta clasificacién es superflua, pues siempre es factible hacer un cambio de variable (no lineal)
“para evitar” esta caracteristica multiplicativa [1]. Note que al hacer un cambio de variable no lineal, no se
evita la ambigBedad que existe en la ede (3.108) cuando en ella hay una funcién de estado g(z). Es decir,
en este caso es indispensable especificar (definir) un cdlculo diferencial estocéstico particular. Ver el dltimo
ejercicio de esta seccién.
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éste seria el caso de tener un ruido blanco no gaussiano &(t) en la ede (3.108).

Ejercicio. Muestre que el propagador (3.70) corresponde a la probabilidad condicionada
P(w,t | w',t'), ¥ t>t, del proceso de Wiener definido a través de la ede W = &(t) con
&(t) un ruido gaussiano blanco, y tiene asociada la siguiente ecuacién de F-P

0 1 02
—P(w,t | w/,t’) = EW

g P(w,t|w' ),

junto con la condicién inicial lim, , P(w,t | w',t") — 6(w —w’).

Ezxcursus. En 1906 Smoluchowski®” introdujo un método para estudiar las fluctuaciones
espaciales de una particula que se difunde en presencia de una fuerza externa F(x,t). Este
método se basé en el analisis de la ecuacion de difusién

0 p ;o 1 0 0? ;o /

g (x,t ]2, t) = p —%F(m,t) +k3Tﬁ P(x,t|2',t"); VYt>t, (3.134)
donde m es la masa de la particula y v el coeficiente de amortiguacién de la velocidad. Esta
ecuacién es correcta si la fuerza es aproximadamente constante a lo largo de la distancia en
la cual se amortigua la velocidad. Si esta condicién no se cumple, es conveniente considerar
la distribucion de probabilidad conjunta de la posicién y la velocidad de la particula; en este
caso la descripcién necesariamente lleva a una ecuacién de F-P multidimensional.’® En un
contexto moderno la ecuacién de Smoluchowski (3.134) es la primera correcién sistemética
en el pardmetro pequefio v~ (disipacién grande). Sucesivas correciones se pueden estudiar,
por ejemplo, para el caso de una fuerza independiente del tiempo, empleando un desarrollo
de perturbacién singular, como el presentado por van Kampen [1].

Ejercicio. (Ecuacién de Smoluchowski.) Obtenga la ede asociada a la ecuacién de
F-P (3.134).

FEjercicio optativo. (Condicién de contorno especial.) Considere en una dimensién
una particula que se difunde en presencia de la fuerza de la gravedad en la direccién —zx.
Muestre a partir del ejercicio anterior que en la aproximacion sobreamortiguada, la ecuacién
para la densidad de probabilidad en el espacio es

0 1{ 9  kgT 02

—P(x,t |2 1) == |g=— —
(2.t ] %) 0% Iox m Ox?

o }P@¢|f¢% Vit

Donde, ahora, habrd que resolver P(z,t | ’,t') para todo {x,2'} > 0, bajo la condicién de
reflexién en & = 0, es decir:

T
|:g+kL£:|P(x7t|x/7t/):O en x=0.
m Ox

Muestre que la solucion independiente del tiempo es la densidad barométricas:

P.y(z) x exp (—%x) con z € [0,00].

El problema de encontrar la solucién independiente del tiempo de la ecuacién de F-P
(el estado estacionario) sera presentado en el capitulo 4. Cabe destacar que el estudio de

57M. von Smoluchowski, Ann. Physik 21, 756, (1906).
58La ecuacién de F-P en las variables posicién y velocidad es la ecuacién de Kramers, ver capitulo 4.
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soluciones con condiciones de contorno especiales es un problema no trivial y dejaremos
parte de su andlisis para los capitulos 4 y 6.
Ejercicio. Considere la ede 1-dimensional “multiplicativa”:

dX
—= = h(X) + g(X)E(0). (3.135)
Sig(X) #0,VX € Dx, podemos dividir (3.135) por g(X). Entonces, si definimos una nueva
variable Y mediante la expresién

X ax’
Y—/ M:f(X)a

se observa que X = f(=1)(Y), donde f(~1) representa la funcién inversa de Y (X). Muestre
que podemos volver a escribir (3.135) en la forma no multiplicativa:

dY

S = H 1)+,

dt

donde la nueva parte determinista estd caracterizada por la funcién H [X] = h(X)/g(X).
Ezcursus. (Lema de van Kampen.) Considere la ede 1-dimensional:

dd_)t( =h(X)+g9(X,[£(#)]), donde &(t) es un pe arbitrario. (3.136)

Aunque la funcién g(X, [£(t)]) no se pueda factorizar como en el ejercicio anterior, existe un
resultado interesante (lema de van Kampen) que permite abordar el problema del célculo
de la ecuacién de evolucién para la densidad de probabilidad (dada una condicién inicial
arbitraria X (0)):

8Pé? D= 2 {nx) + g(x. )] 8 - X)) » (3.137)

donde P(z,t) = (6 (x — X(t)))¢(4) v el vmm se toma sobre todas las realizaciones del pe (t).
Note que si el pe £(t) es gaussiano, el teorema de Novikov es de suma utilidad para calcular
el vin que aparece en el segundo miembro de (3.137). Sin embargo, debido a lo complejo del
problema,’® a partir de este lema es necesario atin emplear un tratamiento de perturbacién
para poder obtener una ecuacién cerrada para la evolucién de P(z,t).

3.18.1 Perfiles estocasticos®

Puede ocurrir que se esté interesado en conocer la dindmica de un pe X (t) cuando ésta es
inducida por la deriva de un perfil espacial que avanza en el tiempo de manera estocastica.
Por ejemplo, en ese caso es de interés estudiar una ede de la forma:

L~ o)+ - x), (3.138)

59Si £(t) no es un ruido blanco, X (t) serd un proceso no markoviano; debido a lo extenso del tema este
problema no serd tratado aqui. Una buena referencia donde se puede consultar el lema de van Kampen y
sus aplicaciones es: Phys. Rep. 24, 171, (1976).
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donde £(t) es un pe arbitrario y ©(«) es la funcién escalén [ver su definicién en los capitulos
1y 5]; compare esta ecuacién con la ede (3.136). Evidentemente este problema no es sencillo
de resolver; sin embargo, para ciertos procesos £(t) es posible obtener —a partir del lema
de van Kampen— resultados aproximados para la evolucién temporal de P(x,t). Aqui no
abordaremos el estudio de la evolucién de la probabilidad P(x,t); sin embargo, a efectos de
comprender algo més sobre este tema calculemos ahora el vin del proceso (biparamétrico)
definido por la relacién

Z(t)=0((t) +e—x), (3.139)

con x > 0, y {(t) un pe arbitrario positivo. Para calcular el vim del pe Z(t) usamos la
relacién

O(a — ) = O(a) — /0 Sa—a)de, >0 (3.140)
Entonces, el vin del pe Z(t) es (Ve y z > 0)
(Z(t)) = (O@[)+e—2x)) (3.141)
= (@) - [ (e +e-a)) as

Supongamos ahora que el pe () es gaussiano positivo, entonces

Pue,t) = 5 > De = (0, 00). (3.142)

2
2mo2(t) P <202(t)

Aplicando (3.142) en (3.141) se obtiene, para € > 0

OE(t) +e—a) — 1—/“@(:5—6)@(2)135@) dz

—€

-0z - /OH Pe(2) dz

= 1-0(x—¢)erf (W)

Aqui erf (o) es la funcién integral de probabilidad y P:(z) = P1(§ = 2,t). De este resultado
se observa que (O({(t)+e—x)) = 1 para 0 < z < ¢, y que (B({(t) +¢e¢—x)) — 0 para
x — 00. Por otro lado, si la dispersién o2(t) del pe £(t) satura a un valor finito para t — oo,
es evidente que (Z(t — o00)) serd un perfil estacionario en la coordenada x. Compare esta
conclusién con la que se obtendria si se usara que el pe £(¢) tiene una dispersién que aumenta
en el tiempo (andloga al proceso de Wiener).

Ejercicio. Muestre que si el pe £(t) es gaussiano positivo se puede escribir

Tte

— ], arae >0y x>0. 3.143
202(t)> p y (3.143)

(OE{t) Fe—x))=1—0O(x+te) erf (

Considere que € = ct e interprete ambos resultados (para %¢) en el caso en que € — 0. ;Qué
diferencia se obtiene si se considera que el pe £(t) es gaussiano definido en todo su dominio
y ¢ € (—o0,400)7
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e=2
2
s(t)=1

10 x Dispersion de q(x(t) + e - x)

*
Figura 3.3: Dispersién Z(t)?) — (Z (t))? como funcién del pardmetro .

FEjercicio guiado. (Dispersién espacial.) Consideremos el caso D¢ = (0, 00) y calcule-
mos la dispersién del pe Z(t) = O(£(¢) + € —x) en funcién del pardmetro x > 0 (coordenada
espacial). A partir de la definicién de la funcién escalén se deduce que

((OE(t) +e=)*) = (OE() +e— ),

entonces, empleando (3.143) se infiere que

Z(t)*) —(Z(t))" = O(z —€) erf (W) (1 — O(x — ¢) erf (W)) . (3.144)

de donde evidentemente se observa que la dispersién no es nula para x > €. Interprete el
significado de que la dispersion es nula para 0 < x < e. Muestre que el ancho del pico de
la dispersién del pe Z(t) como funcién de x estd controlado por la magnitud o?(¢). En la
figura (3.3) se muestra la grafica de la dispersién del pe Z(t), (3.144), como funcién de la
coordenada espacial o para el caso en que o2(t) = Cte.

FEjercicio. En el caso en que el pe £(t) sea dicotémico positivo [ver seccién (3.3.1)], calcule
la dispersién del pe Z(t) = ©(£(t) +e—z) en funcién del pardmetro = (coordenada espacial).

Ezcursus. Estudie el pe X (t) caracterizado por la ede

X dX
a2 " d

donde £(t) es un pe arbitrario; interprete el término de ruido no factorizable ©(¢(t) — X).
Es interesante destacar que para resolver esta ede es conveniente introducir un espacio de

:_g+§@(€(t)_X)v con {’yvgag}>07
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configuracién bidimensional {X,V'}, donde V = dX/dt. Entonces, en este caso es necesario
introducir una representacién multidimensional para la ede. En particular el caso multi-
dimensional markoviano®® con ruido factorizable sera discutido en la préxima seccién. Por
otro lado, el caso no factorizable se puede estudiar empleando una generalizacién multidi-
mensional de (3.137); sin embargo, debido a lo complejo del problema aqui no entraremos
en el anélisis de ese tema.

3.19 La ecuacion de Fokker-Planck multidimensional®

La ecuaciéon de F-P es el punto de partida para el estudio de las fluctuaciones temporales en
torno del equilibrio, y también para el andlisis de las fluctuaciones temporales de variables
macroscépicas lejos del equilibrio termodindmico.

FEjercicio. Considere n ede acopladas en presencia de n ruidos &;(t),(j = 1,...,n)
gaussianos de media nula y correlaciones blancas: < &;(t)&(s) >= 6;; 6(t — s)

%Xj(t) = hi({Xm} 1) + g ({Xm}, )G (1), (3.145)

donde se ha usado la convencién de suma sobre indices repetidos. Generalizando (3.130) y
(3.131), demuestre que

Ki({m}st) = hlfiom b 0) + 500 (Lo 5 (om0 (3.146)
Dij({zm},t) = %gm({xm},t)gjk({xm},t). (3.147)

Ejercicio. Usando el calculo de Stratonovich, muestre que la ecuaciéon de F-P asociada
a la ede (3.145) viene dada por

0 / 0 o 0 /
gl Uembt o) = | =g Kil{em}, 1) + axi(r)?jDij({xm}vt) P({zm},t [{z,}),
(3.148)
donde los coeficientes de F-P vienen dados por (3.146) y (3.147), y la distribucién cumple
con la condicién inicial limy_o P({zm },t | {z,,}) = 8({zm} — {/,}). El anélisis y solucién
de esta ecuacion serd discutido en el proximo capitulo.

Si el pe de Markov es discreto,%! la ecuacién de evolucién para la probabilidad condi-
cionada es la Ecuacién Maestra. En el capitulo 6 se discutira en detalle la Ecuaciéon Maestra
en relacién con el problema de la difusién en medios desordenados.

FEjercicio optativo. Sea el siguiente sistema (lineal) de ecuaciones estocésticas acopladas:

dX

— = X
dt 2
dX, 4
—2 = AX;-2
dt 3 1 k + \/E§2(t>7

donde X; € [—00, 00]. Considere un par de ruidos gaussianos blancos & (t), tales que (§;(t)) =
0y (&(0)&;(t)) =26, 6(t—1t'). Obtenga la ecuacién en derivadas parciales que gobierna la

60Es decir, cuando la correlacién del ruido estacionario es (£(¢)€(0)) = §(¢).
61La descripcién fisica (dindmica mesoscépica) del sistema estd dada a través de variaciones discretas.
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evolucién de la distribucién de probabilidad condicionada P({z,},t | {z,},t'). Estudie, en
el régimen de tiempos largos, el vim (X (t)) y la dispersién cuadrética relativa  /a55/ (X;(t)),
para j = 1,2. Muestre que estas dispersiones relativas sélo se mantienen contantes si A # 0
[27].

FEzcursus. Considere ahora el siguiente sistema no lineal de ecuaciones estocasticas
acopladas:

dX,
=21 x
dt ?
X, X3
T GZerXlJr\/E&(t)

Encuentre la ecuacion de F-P asociada a este conjunto de ede. Por lo general, en el caso no
lineal no es posible obtener la solucién exacta de la ecuaciéon de F-P. Sin embargo, en el limite
de pequenas fluctuaciones € ~ 0 es posible arbitrar técnicas perturbativas para estudiar el
problema estocéstico; en particular el método de la expansién * de van Kampen [1] es de
suma utilidad. Muestre, para este modelo, que si € es pequeino la dispersién cuadrética
relativa se mantiene constante (para tiempos largos [28]) sélo si b # 0.

Ezcursus. (Sistemas extendidos.) Considere la situacién en que el sistema de interés
tiene un nimero muy grande de variables dindmicas X;, ¢ = 1,2,---m [2]. En particular,
en el caso en que m — oo podemos considerar el limite en el continuo X; — r [esto da lugar
a una ecuacién funcional de F-P; ver la referencia en la nota (31) del capitulo 7]. Este es el
caso en que la variable dindmica de interés (el pardmetro de orden) es un campo escalar en un
espacio de dimensién arbitraria, es decir: ¢(r,t). El sistema dindmico podria, por ejemplo,
tener términos lineales, no lineales y hasta términos de difusién de la forma v2¢(r,t) (o aun
més complejos); si ademds el sistema tiene coeficientes aleatorios (procesos estocdsticos),
decimos que estamos en presencia de una ecuacién en derivadas parciales estocasticas. Este
tipo de ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de reacciéon-difusién con términos de ruido y
no serdn tratadas en este texto [ésta es la génesis del escenario de los sistemas complejos que
presentan patrones espacio-temporales, caos espacial, espirales, etc., una buena referencia
introductoria sobre este tema se puede encontrar en el libro de G. Nicolis, Introduction to
Nonlinear Science, Cambridge, University Press (1995)]. Por otro lado, también es factible
estudiar inestabilidades, estructuras espaciales, etc., sin necesidad de pasar por la dindmica
de una ecuacién funcional de F-P; ver por ejemplo, J. Phys. A Math. and Gen. 32, 3209,
(1999) donde hemos estudiado la evolucién estocastica de las explosiones de llamas.

3.19.1 Movimiento browniano esférico

Cuando se trata de entender un movimiento “esférico” errético, surge de manera natural
generalizar el concepto de movimiento browniano en el plano al estudio estocédstico del
desplazamiento de un punto sobre la superficie de una esfera®? de radio constante r (por
ejemplo, r = 1). Una aplicacién concreta del andlisis del movimiento browniano sobre la
esfera es el estudio de la relajaciéon magnética [19].

El punto de partida para estudiar la relajacion magnética lo establece el andlisis de
la dinamica fenomenoldgica del vector momento magnético M. Segun el tratamiento de

62Una presentacién rigurosa acerca del problema del movimiento browniano sobre una variedad diferencial
puede leerse en el trabajo de van Kampen: J. Stat. Phys. 44, 1, (1986).
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Brown-Gilbert esta evolucion dindmica estéd controlada por la ecuacién determinista

dM (—8V dM>

—_ = M _
Ao T T

.14
7 (3.149)

donde vy es el cociente entre el momento magnético y el momento angular (cociente giro-
magnético), 1 es la constante de amortiguamiento y V' = V(0, ¢) representa el potencial de
fuerzas conservativas. Entonces el vector (% — n%) representa un campo efectivo que
actia sobre M(t). Para tener en cuenta una descripcién mesoscépica se reemplaza el factor
de amortiguamiento puro por un término que también introduzca fluctuaciones, es decir:

dM dM

el +£(1),

donde el vector £(t) es un pe gaussiano de media nula y correlacién blanca (€;(¢)&(t + 7)) =
€ 6j; 6(7). Introduciendo este reemplazo en (3.149) se obtiene una ede, a partir de la cual es
posible escribir la ecuacién de F-P asociada a la distribucién de probabilidad P(8, ¢,t). Esta
probabilidad caracteriza la direccion angular del momento magnético M en el instante ¢. Es
decir, 0 y ¢ caracterizan los dngulos instantaneos del momento magnético estocastico M.
Adoptado un sistema de coordenadas cartesiano M, = M, sen 6 cos ¢, M, = M, sen 0 sen ¢,
y M, = M; cosf; podemos definir una densidad de probabilidad superficial W(0, ¢,t) me-
diante la relacion:

AWV, 6,t) = WI(0,6,t) send do dop
= dP(6,¢,1)
= P(0,¢,t) db do,

a partir de la cual la ecuacién de F-P asociada a la densidad W(6, ¢, t) viene dada por

ow 1 9 OV g oV ,OW
o seneae{senaKh 90 sen98¢>w+k |yt GBY

+Li ’6_V+h_/a_v W+k‘_/8_W
sen § O¢ 990 " send 0 senf) 9¢ |-

Aqui se ha usado que % = (0V/OM,,0V/OM,,0V/OM,), junto con las definiciones de
las constantes

g/ — 7o .
(1 + a2) J\4s7

€
N=ga a=noM; k= §M§ [W?+g¢%].

Ejercicio optativo. Empleando en (3.149) la relacién que existe entre coordenadas esféri-
cas (polares) y cartesianas, es posible mediante la aplicacién de la teorfa de Fokker-Planck
multidimensional obtener el correspondiente operador (3.150). Sin embargo, mediante con-
ceptos intuitivos de corrientes de probabilidad, también se puede obtener este resultado de
una manera mucho més sencilla [29].

En el préximo capitulo se verd, bajo la restriccion del principio del balance detallado,
que es posible relacionar el coeficiente de disipacién 7 con el pardmetro de fluctuacién e que
aparecen en la ede de Brown-Gilbert. De esta manera es facil ver como a partir de la ede
de Brown-Gilbert es posible obtener la distribucién de probabilidad correspondiente a la
mecénica estadistica del equilibrio [ver seccién (4.6.2)].
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Capitulo 4

Irreversibilidad, ecuacion de
Fokker-Planck

Ya en 1897 Planck se planteaba cémo la irreversibilidad (obvia en los fenémenos macroscopi-
cos) podia surgir de las leyes microscépicas, las cuales en si mismas son reversibles. En efecto,
éste fue, y atin lo es en la actualidad, uno de los problemas tedricos mas fundamentales de
la fisica.! Si bien los esfuerzos de Planck no fueron de vital importancia en el entendimiento
de la irreversibilidad, jsus trabajos sobre este tema dieron origen a la teoria de la mecdnica
cudntical

El concepto intuitivo de irreversibilidad es simple, pues es lo que se observa en los sis-
temas naturales (abiertos o cerrados). Algunos sistemas “idealmente” cerrados donde la
irreversibilidad es por si obvia son, por ejemplo, la expansién de un gas en un determinado
volumen, la difusién del calor, la generacién de calor por friccién, etc. Por otro lado, el
ejemplo mas natural de sistemas abiertos irreversibles lo constituyen los seres vivos.

Desde un punto de vista termodinamico, la irreversibilidad puede ser formulada a partir
del concepto de entropia (funcién de estado que estd definida para estados de equilibrio, ver
apéndice A). Es decir, si un sistema (en contacto o no con un medio externo) pasa del estado
de equilibrio 1 al estado de equilibrio 2, la variacién de la entropia (final menos inicial) es
ASs = AS. + AS; > 0. Si el sistema estd cerrado al medio externo, AS., = 0, la variacién
(interna AS;) de entropia del sistema siempre serd positiva si el proceso es irreversible, y nula
AS51 = AS; = 0 si el proceso es reversible (es decir, la segunda ley de la termodindmica). Si
el sistema es abierto, AS, puede ser positivo o negativo, dependiendo del tipo de interaccién
con el medio externo.?

Desde el punto de vista de la termodindmica de no equilibrio también es posible formular
un concepto claro que permita caracterizar la irreversibilidad.® Decimos que un sistema es

1Una revisién de los trabajos de Planck se puede leer en: M. Planck, Treatise on Thermodynamics, 3rd
ed., New York, Dover (1945).

2Por ejemplo, si la interaccién con el medio ambiente implica solamente la transferencia de calor AQ
(desde el medio ambiente al sistema) a la temperatura T, entonces AS. = AQ/T > 0.

3Si existe equilibrio local es posible escribir una ecuacién de balance que involucre una densidad de
entropia ps, un flujo de entropia Js (positivo o negativo) y una (densidad) fuente de produccién interna
de entropia o5 > 0 (la cual es nula sdlo si el proceso es reversible). Es decir, la ecuacién de balance es
% ps = —V - Js + 0s. Es evidente entonces que si el proceso es irreversible la ecuacién no es la misma si
transformamos ¢t — —t.

121
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irreversible si éste no es invariante frente a la inversiéon del tiempo t — —t.

Muchos de los esfuerzos realizados para resolver la paradoja de la reversibilidad mi-
croscopica frente a la irreversibilidad macroscépica fueron, quizas, plasmados en el célebre
trabajo de Boltzmann [1]: el teorema H. La teoria cinética de Boltzmann muestra que para
resolver esta paradoja es necesario introducir ingredientes probabilisticos en la descripcién
dindmica de las particulas. Este es el principio fundamental de Boltzmann, Stosszahl-ansatz
(o Caos molecular).

En lo que sigue de este texto no entraremos en el problema de la irreversibilidad, o la
flecha del tiempo,* como la ha llamado Prigogine [2], este tema est4 fuera del alcance de este
libro. Aqui, cuando queramos describir fenémenos irreversibles, simplemente adoptaremos
una descripcién en términos de procesos estocasticos [3]. Por otro lado, la ecuacién de
Fokker-Planck (F-P) es de particular interés, pues ella también describe adecuadamente la
evolucion temporal clasica de las fluctuaciones en torno del equilibrio termodinamico.

4.1 Simetrias de Onsager

Supongamos que un sistema fisico se puede caracterizar por un conjunto de variaciones
macroscopicas {X,,} tales como la energfa, el momento, la concentracién de particulas,
etc. Si la evolucién temporal de estas variables macroscopicas se puede describir mediante
un pe de Markov continuo, la ecuacién de evolucién para la probabilidad condicionada
PH{X.n(t)} | {X:n(0)}) es la ecuacién de F-P [4]. Si el sistema en estudio es cerrado
y aislado, la solucién estacionaria Pegt({Xn}) de la ecuacién de F-P ha de coincidir con
la distribucién de probabilidad de Einstein en torno del equilibrio termodindmico [5] (ver
capitulo 2).

Utilizando el concepto de pe asociado a las fluctuaciones temporales de las variables
de estado {4,,}, Onsager dedujo que la fuerza esponténea resultante de una variacién ins-
tantdnea X;(t) puede producir un flujo y viceversa [6, 1]. Lo importante de este hecho es que
los coeficientes de proporcionalidad son los mismos aun cuando los procesos fisicos involu-
crados son diferentes. Es decir, los coeficientes de transporte tienen simetrias intrinsecas.
Las hipoétesis involucradas para probar el teorema de Onsager son las siguientes:

1. En valor medio las fluctuaciones X,,(t) decaen en el tiempo siguiendo una ley expo-
nencial, de la misma manera que lo hacen las leyes fenomenolégicas macroscépicas. Es
decir, la ecuacién de evolucién es lineal:®

& X)) = M (X))o (a.1)

2. Las fluctuaciones en torno del equilibrio termodindmico se describen por la distribucién
de probabilidad de Einstein: P.q(X) o exp (+ASr/kp), donde la variacién total de la
entropfa del sistema aislado viene dada por la forma bilineal ASy/kp = 3 (X - g~ X).

4Recientemente Prigogine y sus colaboradores propusieron que la condicién esencial para entender la
flecha del tiempo es que la descripcién microscépica del universo se haga mediante sistemas dindmicos
inestables (es decir, cadticos).

5Aqui hemos usado la notacién vectorial X(t) para indicar las componentes {X.,(t)}, es decir, todas
las posibles fluctuaciones (variaciones) instantédneas asociadas a las variables de estado {An,} respecto del
equilibrio. Note que en principio no hay ninguna razén para presuponer alguna simetria en la matriz M.
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Para probar este teorema procedemos de la siguiente manera:
En primer lugar se define el concepto de fuerzas generalizadas (producidas por las fluc-
tuaciones espontaneas de las variables de estado {A,,})

_oASy 0S |
> Sy v szl:g“Xl‘ 2

Note que en el equilibrio termodindmico S es maxima, de modo que (9S5/0A;),, = 0y,
entonces, (F;),, = 0.

Luego se introduce el concepto de corrientes generalizadas [producida por la variacién
temporal, o fluctuacién X;(t)]

dX;
Ji = —2, 4.3
o (4.3)
a partir de lo cual se observa que la produccion de entropia viene dada por
dAST OAST dX;
= —_— = iJj. 4.4
dt — 0X; dt ZJ: i (4.4)

Entonces el problema se reduce a expresar las corrientes J; en términos de las fuerzas
Fm a través de una matriz (coeficientes de transporte) que tendra cierta simetria intrinseca.
La solucién de (4.1) para tiempos cortos viene dada por el desarrollo

(X(1)x(0) = exp (—Mt) - X(0) =~ X(0) — tM - X(0) + O(t?). (4.5)

Entonces, para t ~ 0, las componentes de los valores medios condicionados vienen dadas por

(Xi(t)x(0) = Xi(0) — tZMinj(O) +O(t?). (4.6)

Multiplicando esta ecuacién por X;(0) y tomando, nuevamente, valores medios sobre las
fluctuaciones se obtiene

(X0 (Xi()x(0)) = (XUOXi(0)) <Xl<o> > Mz-ij<0>> +O(B). (A7)
Anélogamente se deduce que
(X:(0) (X (0o ) = (X2(0)X;(0)) 1 <Xi<0> > szXj<0>> +O().  (48)

Usando la reversibilidad microscépica® se puede igualar (4.7) con (4.8), y dado que

(X1(0)X;(0)) = (gil)li

se obtiene finalmente
gt M =M.g % (4.9)

6La reversibilidad microscépica establece que en el equilibrio termodindmico la matriz de correlacién
temporal satisface (X (O)Xi(7)>eq = (X; (T)Xi(O))eq, relacién que se prueba [5] a partir de la invariancia
de la dindmica hamiltoniana frente a la transformacién ¢ — —t. Note que aqui estamos usando el hecho de

que el valor medio (X (T))eq es nulo en el equilibrio termodindmico.
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Aqui M7 indica la transpuesta de M, de donde se observa que la matriz L= M.g™* / kp

es simétrica. Esta es la relacién buscada, puesto que permite escribir el vim de las corrientes
Ji = dX;/dt en la forma

& X ()x0) = M (X(D)x0) =~k L& (X(0)x (110)

Finalmente, usando la definicién de fuerzas generalizadas (4.2) obtenemos que, en valor
medio, la proporcionalidad entre las corrientes y las fuerzas generalizadas estan caracteri-
zadas por una matriz L simétrica, es decir:

& XOxo) =~ (FO)xo) (111)

donde L es la matriz de los coeficientes cinéticos.

Ejercicio. En aquellos casos en que no exista campo magnético externo, es facil observar
que las ecuaciones de la mecanica, que describen el movimiento de las particulas de un
sistema, son simétricas ante un cambio de signo del tiempo. Por lo tanto es indiferente
calcular un promedio estacionario cuando la cantidad X se evalia en el instante posterior
a la cantidad X; y viceversa. Muestre que el vim del producto Xy (t + 7)X;(¢) es igual al
del producto X;(t + 7) X ().

Ezcursus. En el caso de que existan variables de estado A; que sean impares frente a la
transformacion temporal ¢ — —t , se pueden definir factores de paridad ¢; tales que ¢, = —1
para las variables impares y €, = 1 para las variables pares. Entonces el teorema de Onsager
se escribe de la siguiente forma generalizada:

Lij = EiEiji~ (412)

Aqui los indices repetidos no se suman [1].

Ezxcursus. Consideremos dos fuerzas generalizadas con diferentes origenes fisicos: un
gradiente de concentraciéon Vn(r), y un gradiente de temperatura VT'(r). Por el teorema
de Onsager el Vn(r) implicard una corriente de calor, y viceversa un VT'(r) implicard una
corriente de particulas. Muestre que estos procesos fisicos, aunque sean diferentes, tienen los
mismos coeficientes de proporcionalidad L;;. Es decir, usando las simetrias de L;; es posible
obtener coeficientes cinéticos para situaciones en las que es muy dificil calcularlos a partir
de primeros principios [1].

4.2 Produccién de entropia en la aproximacion lineal

Usando la forma cuadratica que caracteriza el cambio de entropia total frente a fluctuaciones,
podemos calcular las fuerzas generalizadas F;. Si el conjunto {X,,(t)} representa en el
instante t el grado en que el sistema se aparta del equilibrio, las fuerzas generalizadas en ese
instante estan dadas por

fi(t) = kg Zgile(t).
l

Por otro lado, en el equilibrio la entropfa es maxima, luego (F;(t))., = 0 para todo i.

Utilizando la definicién de corrientes generalizadas J; = dX;/dt, la variacién temporal
del cambio total de entropia AS7, debido a las fluctuaciones, vendrd dada, usando (4.4),
por
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s
- = > FiJj. (4.13)
J

Si se supone valida una respuesta lineal (es decir, que las corrientes J,,, = dX,,/dt son
proporcionales a las fuerzas generalizadas J,, = — Z]. L,,;F;), de (4.13) se deduce que la
derivada de la entropia con respecto al tiempo (corriente de entropia) es

ds
o = 2L FiTs
Jt

Esta cantidad caracteriza la produccién de entropia. Luego i L;; F;F; tiene que ser una
forma cuadratica definida positiva;” entonces, a medida que el sistema se acerca al estado
de equilibrio, la entropia debe crecer tendiendo al maximo.

A partir de la termodindmica [1] es posible obtener expresiones para las fuerzas gene-
ralizadas F;, entonces es posible estudiar los flujos termodindmicos (y corrientes) en funcién
de los coeficientes de proporcionalidad L;; (coeficientes cinéticos de Onsager).

Ejemplo. Para un resistor mantenido a temperatura constante, donde J, es la corriente
eléctrica y F es proporcional al campo aplicado, la cantidad (4.13) es proporcional a la
disipacién de energia por efecto Joule. Una situacién similar se presenta en el siguiente
ejemplo mecanico.

4.2.1 Efecto mecanico-calérico*

Considere un gas cldsico (con un solo tipo de particulas) encerrado en una caja aislada
dividida en dos compartimientos conectados por un pequeno agujero. La masa y la energia
totales del sistema, M7 y Ur, son constantes, y puede haber fluctuaciones a causa de la
transferencia de energia y masa a través del agujero. Si el sistema esta préximo al equilibrio,
podemos calcular la variacién de la entropia total como funcién de las variaciones AM; y
AU; en cada compartimiento (AM; = —AMy = AM, AU, = —AU; = AU). Es decir, AM
y AU son las variables aleatorias o fluctuaciones macroscopicas; entonces la variacion de la
entropia total se escribe, hasta el segundo orden, en la forma

0
1/9%8\" ) o [0S\’ 1/025\° )
M
El cambio temporal de la variacion de entropia total viene dado por

0
e[ a0 (2 (35)') davaun
M

dt oU? dt ou \oM ), ) dt
M
925 \" «dAM
* <8M2)UAM dt ]_

7Si L;; € Re y es una matriz definida positiva, entonces Eji L;; F;F; > 0, VF;, F; sobre los reales.
Acerca del concepto de matriz definida positiva, ver seccién (1.12) y también la nota (5) del capitulo 6.
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0

AAU <825>0 ) <as>°

— 9|2 (22) A+ = (&2 AM S+

dt ou2 ), oM \oU ), )
0

damM | 7 925 \° o [9S\°

LT <—aM2>UAM+<% (8_M>U> AU

M

= e[S {a (), S 2 )

Entonces, comparando con (4.4) se deduce que los flujos de energia J,, y de masa J,,, vienen
dados por

d d
Ju = EAU Yy Jm = EAM,

mientras que las fuerzas generalizadas estan dadas por las expresiones

aS as
= A (2 = A —] . 4.14

Por otro lado, de la termodindmica se sabe que para un sistema a volumen constante V', se
tiene (ver apéndice A)

1 7! oS oS
= —dU — M= |=— U+ | — M.
ds Td Td <8U>Md <8M>Ud

Entonces, comparando con (4.14) se deduce que las fuerzas generalizadas estdn caracteri-
zadas por la diferencia de temperatura y la diferencia de potencial quimico entre ambos
compartimientos, es decir:

Fu=-A (%)M = —A(%) Y Fm=-A (g—;;)(] = A(%)

Las relaciones de Onsager L = L permiten comprobar que los flujos de energfa y
masa estan intimamente relacionados aun cuando los fenémenos involucrados son fisicamente
diferentes.

Ezcursus. En el régimen lineal, si escribimos que las corrientes son proporcionales a las
fuerzas generalizadas J; = — ), Lj;F;, es posible, por ejemplo, obtener expresiones para las
corrientes en funcién de las variaciones de presién y temperatura. Usando la ecuacion de
Gibbs-Duhem dy = —sdT + dP/ p, donde s y p son la entropia y el volumen por unidad
de masa, respectivamente, podemos escribir las fuerzas generalizadas en términos de las
variables de estado T'y P, es decir:

1 h 1
Fu= ATy Fn=—gsAT+-5AP,

donde h = sT + p es la entalpia por unidad de masa. Entonces en la aproximacion lineal el
flujo de energia es

AT h 1
=L —L =—Lyy, — +L —AT — —AP
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y el flujo de masa viene dado por

h 1 AT
Jmn = —LonmFm — LnuFu = Lym (ﬁAT — p—TAP) — L T
Por otro lado, las relaciones de Onsager establecen que Ly, = Lym. Si AT = 0 (es decir,
los dos compartimientos tienen la misma temperatura), pero distinta presion AP # 0,
obtenemos:
Lum

Ly,
J,= ——2AP Jm = ——22 AP,
pT u pT

a partir de lo cual vemos que las corrientes de masa y energia estan relacionada por la
condicién Jy, = (Lym/Limm) Jm. La constante Ly, /Ly, determina la cantidad de energia
por unidad de masa que pasa por el agujero del compartimiento. Esta constante de propor-
cionalidad se puede calcular con diferentes modelos microscépicos [1]. No obstante, puede
ocurrir que existan circunstancias que no permitan obtener de forma explicita alguno de los
coeficientes cinéticos. En esos casos las relaciones de Onsager son de invalorable utilidad.®

Ejercicio guiado. (Gas de Knudsen.) Consideremos un gas constituido por particulas
libres de masa m a la temperatura T', supongamos que al llegar al agujero (que comunica
los compartimientos de la caja antes mencionada) cada una de las particulas puede trans-
portar libremente, desde un recinto al otro, una cantidad de energia por unidad de masa
Luym/Lpm = u*. En este caso es facil calcular u* utilizando la estadistica de Maxwell-
Boltzmann. Es decir, si usamos la distribucién de equilibrio de las velocidades (en 3 di-
mensién) P(v) = (2rDy)~*/?exp (—v2/2Dy), donde Dy = kgT/m, la cantidad u* viene
dada por

& fOOO dv fj;o dvy fjooj dv, %VanmP(v)
me s dv fj;o dvy fj;f dv, nv, P(v)

*

)

donde n N/V es la densidad de partl'culas. Dado que fooo dvy vy P(v) = /Dy /2m,
Jo dvg v3P(v \/QD%//W J°, dv; v3P(v) = Dy, se deduce inmediatamente que u* =
2k T N 4 /m es la energia transferlda por unidad de masa. Es decir, podemos escribir
Lym/Lmm = 2RT/m*, donde R = Nakp es la constante de los gases (N4 es el nimero
de Avogadro) y m* es la masa molecular de las particulas. También se puede obtener una
expresién andloga considerando un tamano de agujero mayor que el camino libre medio de
las particulas “libres” (gas de Boyle). En este caso las particulas tienen que empujarse una
a otras (hacer trabajo) para pasar por el agujero, por lo que u* tiene una expresion diferente
del caso anterior [1].

4.3 Relaciones de Onsager en un circuito eléctrico

Las relaciones de Onsager son propiedades macroscépicas que permiten verificar el principio
de reversibilidad microscépico. En efecto, ésta fue la primera oportunidad en que el principio

8Las simetrias de Onsager son el punto de partida para el anélisis de la produccién de entropia en sistemas
fuera del equilibrio termodindmico. En el contexto de una teoria de respuesta lineal es posible probar que el
estado de minima produccién de entropia es estable, no asi fuera del régimen lineal. Esta fue la idea bésica
que dio lugar al concepto de transiciones de fase de no equilibrio [7].
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de invariancia temporal ¢ — —t de la dinamica hamiltoniana ocupé un rol fundamental en
la formulacién de la mecénica estadistica.

A los efectos de construir la matriz de coeficientes cinéticos L;; es necesario conocer
la matriz g~! que caracteriza las fluctuaciones en torno del equilibrio termodindmico. Un
ejemplo sencillo que permite visualizar la simetria de L;; es el de un circuito eléctrico RCL
sumergido en un bano térmico B de solucién idnica (reservorio de cargas a la temperatura
7).

Podemos comenzar el andlisis de este sistema escribiendo la ecuacién fenomenoldgica
para la conservacion de la carga:

% =1 —vq+ Aq(t). (4.15)
En esta ecuacién ¢(t) representa la carga instantdnea en el capacitor, I la corriente eléctrica
en el circuito RCL, vq la pérdida de carga del capacitor inmerso en el reservorio térmico y
Agq(t) el término de fluctuacién proveniente de la solucién iénica B. Aplicando las leyes de
Kirchoff al circuito RCL podemos escribir una ecuacién para la diferencia de potencial a lo
largo del circuito:

dl ¢
L—+=+IR=A . 4.1
7 + C + IR V(t) (4.16)

En esta ecuacién L dI/dt representa la diferencia de potencial en el inductor y ¢/C e
IR la caida de potencial en el capacitor y en el resistor, respectivamente. Entonces AV (t)
representa las fluctuaciones en el voltaje a causa del reservorio iénico B. Los términos de
fluctuacién serdn modelados por ruidos & (t) gaussianos blancos de media nula, por lo que,
en general, tendremos

Aq(t) = din &(t) +diz &) (4.17)
AV(t) = dor &i(t) + dag &a(1),

donde la correlacién de los ruidos se denota en la forma <§i(t)§j (t,)> =8 6(t—1).

En el caso de que no existan fluctuaciones (Ag(t) = AV(t) = 0), la dindmica de este
sistema RCL (con v = 0) se reduce al estudio de la ecuacién determinista para un circuito
resonante. Es decir, dado que I = dq/dt y que V., = Lq, se obtiene 8]

d2V0+ = V—}—RdVC—O

2 LC° L dt 7
Pero a nosotros nos interesa el estudio de las ede (4.15) y (4.16) asociadas a las variables
de estado q(t) e I(t) respectivamente, y sus fluctuaciones. Puesto que el circuito es lineal

podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial

d q Q Y -1 Q q Q di di2 Q &1 Q

@\ )" \ e rr) 1/+ YAV

Note que esta ecuacién define la matriz de relajacién M.
En torno del equilibrio termodindmico la distribucién de probabilidad es

(4.18)

Peq(% I) X exp (_Wmin/k?BT) )



4.3. RELACIONES DE ONSAGER EN UN CIRCUITO ELECTRICO 129

donde Wiy, es el trabajo minimo (ver capitulo 2), el cual, para el sistema fisico que estamos
estudiando, viene dado por

1 5 L 5 kgT .
Wmm—ch +2I == (X-g-X) con X=(¢I). (4.19)

Luego las fuerzas espontaneas (4.2), que restauran el equilibrio, son

as 1gq 08 1
G =TE v Fi= LI. (4.20)

Fq= ToI T

La matriz g~! que caracteriza las fluctuaciones cuadraticas medias estd dada por

w @S fmre o S
g !l = = : (4.21)
gy (D) } 0 kpT/L /

Las relaciones de Onsager (para variables de estado par) establecen que la combinacién
L=M-g! / kp es simétrica. En nuestro caso, tomando el vin de (4.18) para calcular M
y usando (4.21) se obtiene

5y -1 Q TC 0 Q ~TC -T/L Q
L= : (4.22)

1/LC R/L/ 0 T/L/: T/L TR/L2/

matriz que satisface las simetrias generalizadas L;; = €;¢;L;;. Note que bajo la inversion
temporal t — —t las variables de estado se comportan de la forma g — qy I — —I. Entonces

se observa que e - M - g~ ! = (M . g_l)T - €. Aqui la matriz € estd definida por

(1 0
e={o -1 )

A partir de este ejemplo se ve que si expresamos los vm de los flujos en funcién de las
fuerzas generalizadas (J;n) = (dX,,/ dt) = — >, Lyn; (F;), los coeficientes de proporcionali-
dad estdn, justamente, caracterizados por M -g~! / kp. Usando la definicién de fuerzas
generalizadas F;(t) = kg >, 8uX(t), se observa de (4.18) y (4.20) que

Q Q Q
d (@) Vre -T/L (Fq)

dt <I>} - T/L TR/L2/ <f1>}'

Ademas, también es posible comprobar que tanto v como R son coeficientes de disipacién,
y por lo tanto positivos. La variacion determinista de la energia del sistema S estd dada por

(4.23)

d& dl  q dq
o LIE+6E (4.24)
q/C+IR q
= LI|— = (I -
( 7 +ad =19

= — (BRI’ +4¢°/0),
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expresién que representa la pérdida de energia en el elemento resistivo y en el capacitor. Por
otro lado, si calculamos la corriente de entropia en la aproximacién lineal, obtendremos

s
7

e —mr ? sge ®
= (ge/C L)
T/L TR/L2/ +LI }

= % (RI? +~¢°/C) > 0.

Es decir que la produccién de entropia se hace eractamente a expensas de la disipacion de
energia.

En la préxima seccién probaremos el (primer) teorema de fluctuacién-disipacién. Este
resultado establece la caracterizacién de los coeficientes d;; que aparecen en los términos
de ruidos en las ede constitutivas (4.15), (4.16) y (4.17). En particular, se mostrard que
d12 = do1 = 0, lo que equivale a decir que los términos de ruidos en la carga y en el voltaje
no estan correlacionados.

A menudo se presenta el problema inverso: es decir, dada la matriz de coeficientes
cinéticos L;; y la matriz de las fluctuaciones en el equilibrio g~!, puede ser necesario calcular
los elementos de la matriz de relajacién (macroscépica) lineal M. En este caso las relaciones
de Onsager son también de gran utilidad.

4.4 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck multidimensional

Estudiemos ahora un sistema lineal de n ede, en particular las fluctuaciones y su relajacion
al equilibrio termodinamico. Si esperamos un comportamiento macroscdpico exponencial en
la relajaciéon de las n variables {z;}, entonces la dindmica determinista estard gobernada
por una ecuacién diferencial ordinaria de la forma®

%.’L'i = _Mlj Zyj, ] = 17 27 N, (425)

Puesto que en el equilibrio termodindmico la distribuciéon de probabilidad es gaussiana
y estd caracterizada por la distribucién de Einstein (ver capitulo 2), es natural pensar que
el conjunto'? de pe {z;(t)} serd gaussiano para todo t. Entonces la ede (4.25) serd la ge-
neralizacion n-dimensional del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, ya presentado en el capitulo
anterior en ocasién de analizar la relajacién de la velocidad de una particula browniana. En
esta oportunidad presentaremos el problema inverso.

Sea {z,(t)} un proceso estocastico (vectorial con n componentes) estacionario marko-
viano y gaussiano, entonces el propagador de las variables {x,,(t)} satisface

0 0 1 0 0
5 Ham} 1) = o Mg @+ §B"j6_mi% P({zm},t), (4.26)

9De aqui en adelante usamos la notacién de indices repetidos para indicar una sumatoria.
10En lo que sigue simplificaremos la notacién, cuando no haya ambig8edad, y usaremos las mismas letras
para caracterizar pe que va (compare con el capitulo 3).



4.4. PROCESO DE ORNSTEIN-UHLENBECK MULTIDIMENSIONAL 131

con la condicién inicial'! P({z,,},t — 0) — H;‘l:1 6 (x; —x;(0)). La solucién en el equilibrio
termodindmico es Poq({zm}) o exp (—1x - g - x), donde la forma bilineal x - g - x estd dada
en términos de la variacion de la entropia total. El problema consiste en obtener relaciones
para la matriz B que aseguren la relajacién al equilibrio termodindmico (primer teorema
de fluctuacién-disipacién). O sea, se pretende que la solucién estacionaria de la ecuacién de
F-P (4.26) coincida con Peq({2:m}).

Ezcursus. (Autofunciones para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.) Resuelva
una ecuacion de F-P multidimensional mediante un andlisis de autovalores para el caso
general en que la deriva sea lineal y la matriz de difusién sea constante, simétrica y definida
positiva; es decir, la ecuacién (4.26). Este pe es sumamente importante y es el anédlogo, en
dificultad matemdtica, al oscilador arménico n-dimensional en la mecénica cudntica [4].

4.4.1 Primer teorema de fluctuaciéon-disipacién

Dada la ecuacién (4.26), jcudl es la matriz B que asegure que la probabilidad estacionaria
sea la distribucién de Einstein? Para resolver este problema introducimos la distribucién
Pesi({xm}) o< exp (—3x - g - X) en la ecuacion estacionaria de F-P (4.26), es decir:

0 o 0
0= |2=—M;; z; + Bjj=——— | Pos({am}), 4.27
axi i Xj + Jaxi axj t({x }) ( )
de donde se obtiene que
0 =2M;; — Byjgji + (Bij8im&jn — 2Mim&in) TmTn. (4.28)

Entonces, para (z,,,x,) arbitrarios, el primer término de (4.28) y la forma cuadritica se
anulan separadamente. O sea, explicitamente se tiene

QZM” = ZBijgﬁ. (429)
i ij
Ademas, usando la simetria de g y de los indices mudos podemos escribir

(Bijgim&jn — Mim8in — Mim8in) TmTn,

de donde se observa que
Bijgim&in = 8niMim + 8miMin. (4.30)
Multiplicando (4.30) por g;,! y sumando, se obtiene
Bijgjn = g;n}bgnlMlm + g;n}bgmlMln (4-31>
= gz‘_nlL gnlMlm + M.
Note que poniendo n = i y sumando respecto de i en (4.31), explicitamente se obtiene

ZBijgji = Zgi_nigilMlm‘f'ZMii (4.32)
g

ilm %
= 2 E Mmmv
m

1 Observe la simplificacién usada en la notacién de probabilidad condicionada.
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que justamente es la (4.29); entonces sdlo es suficiente que se cumpla (4.31). Para despejar
la matriz B, podemos volver a escribir esta condicién en la forma:
Bij = g, 8im&uMim + g, My (4.33)
= 6j,l gl_riMlm + Mznggjl
es decir,
B:M'g71+(M~g71)T

Aqui el supraindice T indica matriz transpuesta.

La ecuacién (4.33) es la expresién buscada pues representa la relacién que existe entre la
matriz de fluctuaciéon B y la matriz de disipacién M y asegura que en el estado estacionario la
distribucién de probabilidad sea igual a la distribucién en torno del equilibrio termodinamico.

Ejemplo. Consideremos una particula browniana de masa m en un potencial arménico,
caracterizada por su velocidad V (t) = X (t) y posicién X (t) en 1-dimensién. La ecuacién de
evolucién deterministal? es

mxz‘—i—’yX—i—FcX:O.

Entonces, en las variables X y p = mX (t), se puede escribir el par de ecuaciones

X=p/m y p=-—yp/m—rX.

Como la dindmica es lineal, podemos escribir
d (X _ 0 1/m X
dt \ p N —Kk  —y/m P
M ( X ) |
p

A partir de la distribucién de probabilidad en torno del equilibrio termodindmico se observa

que
1 —1 [(kX? n p?
—— X - X = — -
2 ¥ 8T T\ 2 Tam)
entonces g = k,BLT ( g 1/Om > Luego usando la definicién de la matriz de Onsager

L =M-g'/kp se obtiene:

= w0 ) )

0 -1
o T<+1 v )

12Note que el sistema dindmico disipa energfa cinética.
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A partir del primer teorema de fluctuacién-disipacién (4.33) se sabe que B = kp(L + LT),
o sea:

_— 0 —kpT 0 kgl
o +kgT ~kpT —kgT ~kgT

(0 0
— Lo 2vksT )

entonces de (4.26) se deduce que la ecuacién de F-P para este sistema serd

0

0 0 0
G P08 = |~ (/) + 35 (X +p/m) + ko T

: ] P(X,p, 1),

donde P(X,p,t — t9) — 6(X — Xo)6(p — pp). Gracias al cardcter markoviano del pro-
ceso, conocer el propagador P(X,p,t) de esta ecuacién, permite, en principio, el calculo de
cualquier funcién de correlacion; por ejemplo:

(X(t1)X(t2)), (X(t1)p(t2)), (p(t1)p(t2)p(ts)p(ts)), etc.

Ejercicio. Muestre a partir del ejemplo anterior que la variacién temporal de entropia
es positiva y estd dada por

1dS 1

Fo @l H 2

7 p*/2m
m kBT/Q.

Ly FiF; =

Es decir, la produccion de entropia se realiza a expensa de la disipacién de energia cinética.
Ejercicio guiado. Consideremos la ede asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, pero
supongamos que se desconoce la intensidad de las fluctuaciones estocasticas ¢, es decir:

m—— = —mIV(t) + e &(t), (4.34)

donde £(t) es gaussiano de media cero y blanco.!® Usemos el teorema de Novikov (ver
capitulo 1) para mostrar que la imposicién del vinculo de igual fluctuacién de equilibrio
implica que € = 2mIkgT. A partir de (4.34) es posible calcular el vim de la energia cinética
de la particula: simplemente multiplicamos (4.34) por V (¢) y luego tomamos el vim, es decir,
dv md ™ 9

- = = 4.
m<V(t) dt> 5 7 *V(t) > (4.35)

= —ml V()*) +Ve(V()E®)) -

Como el sistema es lineal conocemos la solucién formal de (4.34):
t
V(t) = ﬁ/ e~ (t=9I0¢(s) ds + V(0)e Tt
m Jo

Entonces es posible calcular la variacién funcional [ver ejercicio optativo de la seccién (3.1.2)]:

t ’
V(L) = ﬁ/ ef(tfs)ré(s — t/) ds = ﬁef(tft T, t
O m

8E()  m

13En particular de intensidad uno; es decir, <§(t)§(t/)> =6(t— th.

< t.
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Por otro lado, el teorema de Novikov (en el continuo) establece que

[ (ewewn) (5 a

t , ,
- / 6(t7t,)£6_(t_t g = Y
0 2m

m

(V(©)E®))

Entonces, a partir de (4.35) se tiene que

—— V(t)*) =—ml *V(t)2> + %

Integrando esta ecuacién se obtiene para el valor medio del cuadrado de la velocidad

*V(t)2> e [1—e 2t " *V(0)2> —2T't
=—— e .
m2 2r
Para que en el estado estacionario esta expresion coincida con el resultado termodindamico
(en 1-dimensién) se debe cumplir que
*

V2> = k’BT/m,

de donde se concluye que € = 2mI'kgT. Tome mI' = v y compare con el ejemplo anterior.

4.5 Distribucion candnica en estadistica clasica

Consideremos el movimiento de una particula browniana (en 1-dimensién) de masa m en
un potencial arbitrario U(X) (su generalizacién a 3-dimensién es inmediata), y en presencia
de un bano térmico B, o reservorio a la temperatura 7. Las variables de estado seran la
posicién X y la velocidad V' de la particula. Las ede que caracterizan al sistema son

av dX

m—r = ~U'(X) =V + V/29kpTE(t) 7=V (4.36)

Aqui £(t) es un pe gaussiano de media nula §-correlacionado. Este proceso, £(t), representa a
las variables ocultas del reservorio que dan cuenta de las fuerzas aleatorias introducidas por el
bafio térmico B. La (4.36) es esencialmente una ede de Langevin para el vector (X (t), V(1)).
Aqui U(X) es el potencial cldsico, cuyo gradiente da lugar a una fuerza determinista, y el
término —yV representa una fuerza de friccion sobre la particula.

Si bien la (4.36) no es una ecuacién de Langevin lineal, su estructura tampoco es del
tipo multiplicativa, pues el pe £(¢) no estd multiplicado por ninguna variable de estado. Por
consiguiente no hay ninguna diferencia entre los célculos diferenciales de Stratonovich o Ito
[9, 10]. El factor /27kgT asegura que la distribucién de probabilidad en el estado esta-
cionario coincida con la distribucién del equilibrio termodindmico.'* Note que la intensidad
de la fluctuacién es proporcional al coeficiente de disipacién «, este hecho no es mas que una
version elemental del teorema de fluctuacién-disipacién.

FEjercicio. Muestre que el sistema de ede (4.36) estd asociado a la ecuacién de F-P

14Es decir, el principio de balance detallado; tema que se vers en detalle en el préximo apartado.
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o .10 . o
— o2V + — o {U (0 +V | 4+ kT /m? av2] P(X,V,t),

donde P(X,V,t — tg) — 6(X — Xo)6(V — Vp). Esta ecuacién fue introducida por Kramers
[5] para estudiar las fluctuaciones temporales en torno del equilibrio.®

FEjercicio. Para los casos en que el potencial U(X) implica condiciones de contorno
naturales,'® pruebe por sustitucién directa que

kT  2kgT

Pt (X, V) = Nexp <— (4.38)

UX) mV? >
es la solucién estacionaria de (4.37). Note que Pest(X,V) es justamente la distribucién
candnica de Boltzmann. El conocimiento del propagador [solucién de (4.37)] y el empleo de
la solucién estacionaria (4.38) permite la caracterizacién completa del proceso; en particular,
el estudio de las correlaciones temporales en torno del equilibrio del sistema mecéanico (4.36).

4.6 Solucidon estacionaria de Fokker-Planck

El célculo de la solucién estacionaria Pegt({x.,}) de la ecuacién multidimensional de F-P
es un problema no trivial. En principio el andlisis se reduce a encontrar la solucion de la
ecuacién estacionaria:

0= |~ Kitland) + g5 Diion])| Poson]) = LPoa(nd) (439)

donde hemos definido el operador £ y usado la notacién de suma para indices repetidos.
La unicidad de la solucion estacionaria estd asegurada por la existencia de la funcién de

Lyapunov:7
£) = / . ./Pl({xm},t) In <2 gﬁ i ) Hd (4.40)

Aqui P; y P; son soluciones arbitrarias de la ecuacién de F-P que satisfacen condiciones de
contorno naturales: Pj({z,,} — £o00,t) — 0 para todo t.

Si la deriva K;({z,,}) es no singular'® y la matriz de difusién D;;({z,,}) es definida
positivat® en todo el dominio de {x,,}, entonces es posible probar que H(t) es una funcién

15En particular, el potencial podria ser periédico U(X) = U(X + L). En general, los autovalo-
res del correspondiente operador de F-P caracterizan completamente las correlaciones temporales:
(X(0)X (7)), (V(O)V (7)), etc. [4].

16Es decir, P(X = £o0, V,t) = 0 para todo V, .

17El concepto de funcién de Lyapunov H(t) fue claramente introducido por Boltzmann para probar su
famoso teorema H. En ese caso la funcién H(t) = [ PlnP d{zm} decrece en el tiempo si la solucién de
la ecuacién de Boltzmann P no coincide con la solucién estacionaria. En general podemos decir que H(t)
es una funcién de Lyapunov si es positiva para todo t y ademds cumple que %'H(t) < 0; es decir, H(t) es
decreciente y estad acotada inferiormente.

18Es decir, no hay “paredes infinitas” de potencial que inhiban la difusién en todo el dominio de {zn}.

9Es decir, >ij Dij({zm})RiR; > 0 en todo el dominio de la variales {zm} y para todo par de niimeros

reales R;, Rj # 0.



136 CAPITULO 4. IRREVERSIBILIDAD, ECUACION DE FOKKER-PLANCK

de Lyapunov [4]. De este hecho se deduce que el estado estacionario es tinico [11]. Es decir,
el estado estacionario es independiente de la condicién inicial.?®
Ejercicio optativo. (Funcién de Lyapunov.) Definiendo

R = R({zm},t) = Pi{zm}, 1)/ Po({zm}, 1),

es posible probar usando la definicién (4.40) [ver apéndice B para una demostracién similar]
que

H(t) = /---/Pg({xm},t) (RnR— R+1) [[dom >0. (4.41)

Por otro lado, si D;;({zm}) es definida positiva'y K;({x,,}) no tiene singularidades, usando
la estructura diferencial del operador £ de F-P es posible probar [4] que

GHO =~ [ [P0 %;Diﬂ{xm})%%—f [T <o

donde explicitamente hemos usado la notacién de sumatoria. Entonces H(¢) decrece si
Oln R/ 0x; # 0, ademds H(t)/dt = 0 sélo cuando In R = InC, donde C' es una constante.
Asi se concluye que, asintéticamente en el tiempo, R ha de ser independiente de {x,,}. Por
otro lado, como H(t) estd acotada inferiormente, la funcién H(t) no decrece indefinidamente.
Entonces, cuando H(t) se aproxima a su valor minimo, R — C se tiene que

P ({zpn},t — 00) = C Py({zm}, t — 0).

Finalmente, por normalizacién se concluye que la constante vale 1, es decir, H(t — oo) — 0.
Lo que concluye la prueba de que la solucién estacionaria es unica.

FEjercicio. Muestre que para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck 1-dimensional [ver seccién
(3.12.2)] también se puede obtener la solucién estacionaria Pegt(v) a partir de la probabilidad
condicionada P(v,t | vg,tp) tomando la condicién inicial en un tiempo infinitamente remoto
(o sea, en el limite tg — —00).

Ejercicio. Muestre que una condicién necesaria para la existencia de una solucién esta-
cionaria de F-P es que los coeficientes K;({z,}) v D;;({zmn}) sean independientes del
tiempo.

En esta secciéon hemos diferenciado explicitamente la notacién para la solucion en el equi-
librio termodindmico Peq ({2, }) de la solucién estacionaria de F-P Pegt ({21, }). Solamente
si el sistema es cerrado y aislado ambas soluciones coincidiran.

Ejercicio guiado. Considere un sistema S caracterizado por la ede (en el plano complejo)

E=(a—c)E—b|E|?E+ L(t), (4.42)

donde el ruido L(t) es un pe complejo gaussiano blanco que satisface las relaciones

(L(t)) = 0, <L(t)L(t’)> =0 vy <L(t)L*(t’)> =T6(t—t). (4.43)

En general, si el sistema S estd fuera del equilibrio termodinamico, el coeficiente I' en
principio no tiene ninguna relacién con la disipacion en la ecuacion determinista. Encuentre

20En el caso particular de sistemas de Markov no estacionarios 2m-periédicos, también es posible probar,
en condiciones similares, la unicidad de la solucién asintética, la cual serd periédica en el tiempo [12] (ver
dtima seccién de este capitulo).
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los coeficientes de deriva K;(E, E*) y de difusién D;;(E, E*) que aparecen en la ecuacién
de F-P. Muestre que la distribuciéon de probabilidad estacionaria es solucién de la ecuacion

[ o ) 0 o 0D \
0= [—a—E(a—c—b|E| JE— o (a—c=b|E)E ”a_E@] Pest(E, E7). (4.44)

Por otro lado, introduciendo coordenadas polares, o sea, el cambio de variable E = /se'?,
muestre que también puede hallarse la solucion estacionaria a partir de la ecuacién

0 o 0 1 02
0= {—QE(CL—C—I)S)S-FF <$S£ + E@)}Pest(s, ¢) (445)

Ejercicio optativo. A partir del ejercicio anterior, muestre que la ecuacién determinista
que se obtiene “eliminando” ingenuamente el término de ruido (es decir, poniendo I' = 0)
no es invariante frente a transformaciones no lineales de coordenadas. Este hecho tiene
importantes connotaciones con relacion a la comparacién entre el potencial determinista y
el potencial de no equilibrio para sistemas difusivos. Ver capitulo XI, seccién 5, del libro de
van Kampen [5], y nota (28) como también la nota (55) del capitulo 3.

4.6.1 Problema inverso

Sabemos que dada una ecuacién de Langevin (y una vez especificado el cdlculo diferencial
estocéstico) los coeficientes de deriva K;({x,,}) y de difusién D;;({x,,}) estdn univocamente
determinados (ver capitulo 3). Sin embargo, el problema inverso no lo estd, pues hay una
libertad de eleccién.

En general, en el problema inverso, si n es el nimero de variables estocdsticas, existe un
grado de libertad en la eleccién de los parametros de Langevin caracterizados por la ede
&j = hj + g;i&, donde en general h; y g; son funciones de {x,,}. Del capitulo 3 sabemos
que existe una relacién entre la deriva, la difusion y los parametros de Langevin. Es decir,
la deriva y la difusién estéan dados, en el calculo de Stratonovich, por

1 0
Ki({zm}) = hi+§gkja_xkgij (4.46)
1
Dij({xm}) = §gikgjk7 (4.47)

donde los indices repetidos se suman. Ademds, puesto que D;;({z,,}) es simétrica, se
observa de (4.47) que s6lo tenemos %n(n +1) ecuaciones. Es decir, el grado de libertad para
determinar h; y gi; estd caracterizado por

n(n+1) n(n — 1).

{ndmero de incognitas = n + n2} — {ntmero de ecuaciones = n + 5 } = 5

De donde concluimos que solamente en 1-dimension el problema inverso estd univocamente
determinado [4].

4.6.2 Balance detallado

Hemos enfatizado que la solucién estacionaria de F-P es un problema no trivial para dimen-
siones mayores que uno. Pero, en particular y teniendo en cuenta ciertas restricciones, esta



138 CAPITULO 4. IRREVERSIBILIDAD, ECUACION DE FOKKER-PLANCK

solucion estacionaria puede ser analizada por cuadraturas. El punto crucial lo establece una
condicién de simetria llamada balance detallado. Esta condicién es simplemente un reflejo
a nivel macroscépico de la invariancia frente a la inversiéon temporal ¢ — —t en los sistemas
hamiltonianos.

En el capitulo 2 ya vimos la descripcién estacionaria de las fluctuaciones alrededor del
equilibrio termodindmico. Pero, ;jqué ocurre con la dependencia temporal de las fluctua-
ciones de las variables de estado? Para describir las correlaciones temporales de estas fluc-
tuaciones es necesario utilizar el concepto de pe. Justamente, es el marco de los procesos
de Markov el que nos permite caracterizar completamente la dependencia temporal de estas
fluctuaciones.

En un sistema aislado y cerrado las fluctuaciones en torno al equilibrio termodindamico
se describen mediante una ecuacién F-P que satisface el principio de balance detallado. En
general, lejos del equilibrio esta situacién no se cumple. Este principio establece que en
el estado estacionario, y para toda celda elemental del espacio de las fases de las variables
de estado {z,,}, el flujo de probabilidad entrante es igual al saliente. Mateméaticamente el
balance detallado (para variables pares) establece que

P({am}, 7 [ {27,},0) Peg({27,}) = Pl }, 7 [ {2}, 0) Peg ({2m })- (4.48)

Si las variables de estado son impares frente a la inversién temporal t — —t, también es
posible formular?! una generalizacién de (4.48). Aqui Peq({,}) representa la distribucién
estacionaria de probabilidad (en torno del equilibrio termodindmico).

Si un pe 1-dimensional toma el valor z en el instante ¢ y ademés el valor z  en instante
t + 7, la probabilidad de ocurrencia de este evento vendra dada por la distribucién conjunta
de 2-tiempos P, (x,, t+7;x,t). En particular, en el equilibrio termodindmico esta distribucién
de probabilidad conjunta estd dada por

Po(z',t + 752, t)eq = P(x ,t + 7T | 2,t) Pog(, 1),

donde obviamente P.q(x,t) ha de ser independiente del tiempo. Entonces el principio de
balance detallado puede formularse de la siguiente manera??

PQ(xl70§x77—)eq = PQ(.%,,T;.%',O)GQ. (449)

Excursus. Sea Y (p,q) un observable macroscépico (que a su vez es funcién de las co-
ordenadas del espacio de las fases (p,q) de un sistema de N cuerpos). De la definicién de
probabilidad conjunta de 2-tiempos, en el equilibrio termodinamico, se tiene que

Py(a,t;2,0)eq = / : '/5 (x - Y(p,q,t)) 6 (z =Y (p,q,0)) Peq(p; ) Dp Dyg.

Note que aqui Poq(p,q) o exp(—H(p,q)/kgT). En virtud de la invariancia frente a la
inversiéon temporal de las ecuaciones de Hamilton del sistema, y usando la paridad del
observable Y (p, q) ante la transformacién ¢ — —t, se puede demostrar que

P2(xl70; z, t)eq = PZ(‘x,v t;$,0)eq.

21Ver el primer excursus de la seccién (4.7.2).

22En particular, si el pe es discreto, la (4.48) se reduce, inmediatamente, a una simple relacién entre la
matriz de transicién Wjy, (ver capitulo 6) y la distribucién de probabilidad estacionaria Pest(m), es decir,
Wim Pest(m) = Wi Pest(j). Es de destacar que aqui la convencién de indices repetidos no se aplica.
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V(q,f)

Figura 4.1: Esquema representativo de la presencia del potencial V (6, ¢) actuando sobre el
momento magnético M.

Es decir, la condicién de balance detallado se prueba mediante el principio de reversibilidad
microscépico [13, 5].

Excursus. A partir del principio de balance detallado (4.48) es posible formular condi-
ciones necesarias y suficientes sobre los coeficientes de deriva y de difusiéon de manera tal
que un pe continuo, y caracterizado por una ecuacién de F-P cumpla con el principio de
balance detallado [5]; ver también el primer ezcursus de la seccién (4.7.2).

Ejercicio. Utilizando el principio de balance detallado (reversibilidad microscépica)
muestre que la matriz de correlacién (macroscépica) satisface

(2 (0)2i(7)) g = (2 (1)2:(0)) oq - (4.50)

Note que aqui estamos suponiendo que el vim (xj(T)>eq es nulo, como es 16gico en torno del
equilibrio termodinamico.

Ezxcursus. (Relajacién magnética.) Sea una particula de volumen v con momento
magnético uniforme M de magnitud constante M,. Si la orientacién instantdnea de M esta
descrita por los dngulos estocdsticos 8 = 0(¢) y ¢ = ¢(t), considere a partir de la ede de
Brown-Gilbert el operador £ de F-P asociado [ver seccién (3.19.1)]. Puesto que el modelo
describe un sistema cerrado y aislado, la solucién estacionaria de F-P ha de coincidir con
la solucién de Boltzmann:

Weq(97 (Z)) = NefﬁV(H,qb)’

donde B =v/kgT y V(0,¢) es el potencial de la fuerzas aplicadas al momento M [la figura
(4.1) muestra un esquema representativo]. Es facil mostrar (por sustitucién directa) que
esta distribucién es solucién de la ecuacién estacionaria de F-P si y sélo si ' = Bk’. Este
hecho no es nada mas que la condicién de balance detallado. Entonces, con esta condicién
es posible relacionar la intensidad de las fluctuaciones térmicas, €, con el pardmetro de
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disipacién, 1, del modelo de Brown-Gilbert [23] segiin

: (4.51)

4.7 Corriente de probabilidad

4.7.1 Caso 1-dimensional

En el caso 1-dimensional la solucion estacionaria de la ecuacion de F-P es siempre resoluble
por cuadraturas. Este hecho se sigue inmediatamente, pues en el caso 1-dimensional siempre
es posible introducir una transformacién de coordenadas en la ecuacién de Langevin [ver
ultimo ejercicio de la seccién (3.18)] a fin de que el coeficiente de difusién en la ecuacién
asociada de F-P sea una constante.

Sea la ecuacion 1-dimensional de F-P

0 0 102
—P(z,t)= |——K(z) + ==
TR I S ¥
En el estado estacionario la corriente de probabilidad Jest(z) ha de ser una constante. En
particular, si las condiciones de contorno lo permiten, y para algin valor de x la corriente se
anula, se deduce que Jest(z) = 0 en todo el dominio de . De donde se deduce que si D(z)
no es singular se tiene

D(z)| P(x,t) = =0, J(z,t). (4.52)

)

(x

K(2)Pyst(z) = K(x) D)

Pegt(x) = %%D(m)Pest (x).

Esta ecuacién puede ser integrada en D(z) Pt () de la siguiente forma:

/ [ (z) Pest ()]
D(x)Pest(x) D

obteniéndose para la solucién estacionaria la expresién

Djz;) P (2 /“’ % dx') : (4.53)

FExcursus. Sea la ecuacion 1-dimensional de F-P

%P(m P = [—%K(ax) + %%D(m)] Pla,t) = LP(x,1).

Pest (JJ) -

Puesto que £ es un operador diferencial, el principio de balance detallado no se puede
analizar en una forma sencilla.?®> Se puede probar que el principio de balance detallado se
cumple si y sélo si [14]

1 d

K@) =sp—

— Pest () D(x). (4.54)

23Como lo es en el caso de una ecuacién maestra (esta ecuacién serd presentada en el capitulo 6); ver nota
(22) de este capitulo. Sin embargo, una condicién equivalente: la simetrizacién del operador diferencial £
es f4cil de observar, ver ejercicio optativo de la seccién (4.8.4).
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Entonces Pegt () se obtiene por cuadraturas en la forma (4.53). Note que esta condicién
establece que la corriente de probabilidad

J(z,t) = |K(x) — ==—D(z)| P(x,t)

es idénticamente nula en el estado estacionario [5]. Este hecho es consecuencia de estar usan-
do una condicion de contorno natural para la probabilidad. El siguiente excursus muestra
una condicién de contorno no natural.

En general, se puede mostrar que la distribuciéon candnica de la mecanica estadistica
clasica es la solucién estacionaria de F-P (4.39) si y sélo si D;j({zn}) v Ki({zm}) estén
relacionados adecuadamente. En este caso la ecuacién de F-P es multidimensional y sera
analizada en la préxima seccién.

Ezxcursus. (Juntura Josephson.) Una juntura Josephson consiste en dos superconduc-
tores separados por una fina capa de material aislante. Esta juntura puede ser analizada
como un circuito eléctrico en paralelo con una cierta resistencia R y capacitancia C' (modelo
RSJ?%). En el modelo RSJ la corriente en la juntura Is = Ijsen ¢, representa la superco-
rriente debida al par de Cooper, que por efecto tinel cuantico salta de un lado al otro del
material aislante. Aqui ¢ es la diferencia de fase de la funcién de onda cudntica a ambos
lados del aislador de la juntura propiamente dicha. La aplicacién de las reglas de Kirchoff
al circuito eléctrico equivalente RSJ permiten descomponer la corriente, I, aplicada a la

juntura en la forma:
av v
I1=C—+—=+1Is. 4.55
7 + ) + Is ( )
Consideremos ahora que el voltaje a través de la juntura estd relacionado con la variacién
temporal de la diferencia de fase, es decir: d¢/dt = 2eV/h. Entonces, en el limite sobre
amortiguado, C' — 0, introduciendo los cambios de escala t — (2eRIy/h)t, I(t) — I/ es

posible volver a escribir la expresién (4.55) como una ecuacién diferencial para la fase ¢ :

¢ = —sen¢+ I. (4.56)
dt

Ahora bien, si tenemos en cuenta el ruido térmico generado en la resistencia R, cuando
el circuito equivalente RSJ estd operando a una temperatura distinta de cero, podemos
simplemente incluir un ruido aditivo gaussiano blanco de media nula?® 7(t) a la ecuacién
(4.55). De esto resulta que en lugar de la ecuacién determinista (4.56) se obtiene la siguiente
ede (con &(t) gaussiano blanco):

B eng+ I+ ee(t), donde (£(8) = 0, (€Dt + 7)) = 6(r). (4.57)

dt
Ejercicio optativo. A partir de la ecuacién de Langevin (4.57) obtenga la correspondiente
ecuacién de F-P. Por el principio de balance detallado es posible ver que la intensidad del
ruido viene dada por e = 4ekgT/(hly). Note que el significado fisico de la fase ¢ sélo tiene

24La sigla RSJ proviene del inglés: Resistively Shunted Junction. Una presentacién sencilla y didactica
del fenémeno de la superconductividad puede leerse en el articulo de C. Balseiro y F. de la Cruz; Ciencia
Hoy, Vol. 1, N 1, 27, Buenos Aires (1989).

2kpT
25Es decir, suponiendo que (n(t)) =0y (n(t)n(t + 7)) = B

R

6(r).
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sentido en el intervalo [0, 27]; por consiguiente su probabilidad condicionada P(¢,t | ¢o,to)
ha de estar normalizada en ese intervalo y, por supuesto, cumplir la condicién de periodicidad

P(¢,t | ¢0,t0) = P(¢+ 2, t | ¢0,t0). (458)

En el contexto de F-P una normalizacién del tipo (4.58) es tipicamente una condicién
“no natural” y necesita un minucioso estudio aparte. Es de hacer notar que este andlisis
fue introducido por Stratonovich en el ano 1958 (ver pag. 234, Vol. II, de su libro [9]); sin
embargo, es habitual encontrar solamente referencias al trabajo de V. Ambegaokar y B.I.
Halpering [Phys. Rev. Lett. 22, 1364, (1969)]. Un andlisis detallado del circuito equivalente
RSJ también se puede estudiar en el libro de Risken [4].

4.7.2 Caso multidimensional

En general, fuera del equilibrio termodindmico, y a los efectos de calcular la solucién esta-
cionaria de la ecuacién de F-P multidimensional, es conveniente escribir la ecuacién (4.39)
en términos de una corriente de probabilidad J,. Obviamente, en el caso multidimensional
la corriente total, estacionaria, no tiene por qué anularse. Por ejemplo, podria haber un
estado estacionario con un flujo de corriente que tenga rotor no nulo.

En general, en dimensién n, la ecuaciéon de F-P se puede escribir en la siguiente forma
Compabcta:26

0P +0,J, =0, (4.59)
donde la corriente de probabilidad estd dada por
Juy=(K,—0,D,,)P. (4.60)

En general, K, = K,({q,}) proviene del término de deriva 'y D,, = D,,({q,}) del término
de difusién propiamente dicho; ambas pueden depender de n-variables de estado {g,}, pero
no explicitamente del tiempo ya que estamos interesados en pe estacionarios.

A los efectos de obtener una solucién estacionaria con estructura potencial, es decir,

Po  exp (~F({g.})., (4.61)

es necesario, primero, separar el término de deriva de la ecuacién (4.60) en dos contribu-
ciones: una disipativa, fg, y otra no disipativa, f;. Esto es,

K. = fi + 1}, (4.62)
a partir de lo cual se define la corriente disipativa (en principio no se conoce esta separacién):
J5 = (f3 —0,Dyu) P. (4.63)

Entonces la ecuacion de F-P quedara expresada en términos de dos corrientes: una disipativa
y otra no disipativa, a saber:

P + 8, (f3P) + 9, J5 = 0. (4.64)

26Usando la notacién de suma al considerar indices repetidos.
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Proposicion. En el estado estacionario 0;FPest = [—0,J,]
condicién potencial

ot = 0, y si se cumple la

[JI(}] est 0’ (465)

la divergencia de la corriente no disipativa Jﬁ = fﬁPest se anula idénticamente:
O ([ Pest) = 0. (4.66)

Introduciendo la estructura potencial (4.61) para el estado estacionario Peg; en (4.66) se
deduce que
Oufp = fLOLF, (4.67)

la cual, en principio, puede ser resuelta por cuadraturas.
Nota. Exigir la condicién no trivial [J¢] = 0 implica que las funciones f, Dy, y F
deben satisfacer la condicién de consistencia

fﬁ - al/-D,ul/ = _D;LuayF' (468)

Esta relacién, llamada condicion potencial, es dificil de resolver, pues no se conoce el poten-
cial F = F({q,}). Sélo en ocasiones especiales se puede “conjeturar” la separacién (4.62).
Por otro lado, es posible probar que si el sistema de F-P satisface el principio (més restric-
tivo) de balance detallado [4, 15, 16], entonces la condicién potencial, antes mencionada, se
cumple. Note que para calcular la componente disipativa f/jl es necesario conocer primero
el potencial F'({g,}). Frecuentemente el problema se plantea a la inversa. Es decir, dada la
ecuacién de F-P, se trata de sugerir la parte disipativa f[} a partir de la cual, si se asume que
se cumple la condicién potencial (4.68) y (4.67), el cdlculo de F se infiere por cuadraturas.

FEjercicio. Muestre que si se cumple la condicién potencial (4.68), D, es invertible y se
conoce fﬁ. Entonces el potencial F' viene dado por integracion en la forma:

0aF({gy}) = —Dg,! (f1 = 0,Dywv) -

Luego, si definimos el vector A, = _D;,} ( fg — 8VDW) , éste debe satisfacer la condicién
de rotor nulo:

0y ha = OuA,,.

Ezcursus. (Balance detallado.) Considere un sistema cerrado, aislado y caracterizado
por una ecuacién de F-P en la cual existen variables pares e impares (frente a la transfor-
macién temporal ¢ — —t). Por ejemplo, la posicién de una particula es una variable par,
mientras que su velocidad es impar. Si se definen las cantidades €, segtn la prescripcién

1, para variables pares
€, = . X
" —1, para variables impares,

se puede probar que la ecuacién de F-P cumple el principio de balance detallado si y sélo
si [5]

Dul/(Q) = G;L‘EVDV;L(EQ)
W er) = K (a)

> 0, (K™ Py) = 0.
I
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rev
Note que cuando aperece un producto de la forma €, K" (eq) o €u€, D,y (€q) no se usa la
convencién de suma de indices repetidos. Ademéds, la ecuacién de F-P se ha redefinido en
la forma

oP = —-0,K,P+0,0,D,,P (4.69)
rev P
- _a”'KM P+8#Pquul,aVP—eq.
donde )
K;CV =K, — P_au (DywPeq) -
eq

Puesto que el sistema es cerrado y aislado, la solucién estacionaria coincide con la solucién
del equilibrio P.q. Entonces es posible interpretar fisicamente cada uno de los términos de
la ecuacién de F-P (4.69). El primero (determinista), —9, K P, es justamente el operador
de Liouville, que es reversible. El segundo (puramente disipativo), 0, PeqD0y [P/ Peq),
explica el acercamiento irreversible hacia el estado estacionario. Note que si se cumple
el principio de balance detallado existe una prescripcion clara para obtener la separacién
entre corriente disipativa y no disipativa. Entonces, en equilibrio, la corriente disipativa
PegD 0y [P/ Peq] es nula.

Ejercicio optativo. Si se cumple el principio de balance detallado, muestre que en el
estado estacionario puede existir una corriente no disipativa J7 no nula proveniente del
rotor de un vector potencial: J° =V x A.

Ejercicio guiado. (Potencial de no equilibrio.) Considere que la ecuacién fenome-
nolégica (4.42) describe a un laser en una cavidad electromagnética fuera del equilibrio [5].
Usando coordenadas polares es posible ver, de (4.45), que la ecuacién determinista (I' = 0)
para el médulo del campo eléctrico | E |>= s viene dada por

$=2s(a—c— bs). (4.70)
Entonces, podemos definir un potencial determinista V(s) = —(a—c)s*+ 2bs® / 3 de manera
que (4.70) se pueda escribir en la forma potencial: § = —V'(s). Por otro lado, podemos

resolver el estado estacionario de F-P, solucién de (4.45), suponiendo que se cumple la
condicién potencial®” (4.68), y proponiendo la siguiente separacién para el término de deriva
K, :

n

1 (8, f8) = 2s(a — c— bs) +T,0)
fe (f2,13) = (0,0).

De aqui se deduce que las componentes de la corriente disipativa,

‘]3 = (fﬁ - a’/DIW) P,
son

J(s,0,t) = [2s(a—c—bs)+T —dyDy] P(s, ¢,t)
J3(s,0,t) = —04DysP(s,0,t).

2"Mediante la identificacién de las corrientes disipativa, J¢ = (J2, J(‘;), y no disipativa J° = (J2, Jg)
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Note, de (4.45), que Dy = Dys = 0; es decir, la matriz D,,, (dependiente de las variables

de estado s, ¢) estd dada por
I's 0
D,, = < 0 L ) . (4.71)
4s
Ademds, la corriente no disipativa es idénticamente nula (pues J° = (f7, fg)P = (0,0)).
Ejercicio optativo. Muestre que la solucién estacionaria de F-P del ejercicio anterior es

Pot(s) = N exp (% {(a —o)s— %bf}) = Ne F.

Aqui NV es la constante de normalizacién. De esta solucién se observa que el potencial de
no equilibrio

Fls) = —% {(a Co)s— %bSZ}

es diferente del potencial determinista V(s). Esta diferencia se debe al caracter no lineal de
la parte determinista de la ecuacién (4.42).%8

Ejercicio optativo. Para el estado estacionario del laser del ejercicio anterior, calcule el
valor mas probable del médulo s. Interprete el significado del potencial de no equilibrio
F(s) y el hecho de que éste sea independiente de la variable de estado ¢ (dngulo).

Ezcursus. (Correlaciones lejos del equilibrio.) Si se considera la ecuacién de F-P
para un laser en una cavidad electromagnética [ver (4.42)], se puede emplear la aproximacién
de “linealizacién” y comprobar que si ¢ —a > VT la funcién de correlacién de la intensidad
de campo eléctrico | E(t) |? viene dada por [5]

K% 1-12

| E(t1) || E(t2) |*)),,, = WGXP(—Q(C— a) [ty —ta]).

Mientras que en el caso opuesto, es decir, a — ¢ > /bI', se obtiene:

*

| B(t1) | B(t2) 1)) o, = %GXP(—%Z o)t —t2]).

4.7.3 Ecuacién de Kramers

A efectos de ejemplificar el uso de las corrientes de probabilidad disipativa y no disipativa,
como método de célculo de la solucién estacionaria multidimensional de la ecuacién de F-P,
vamos a resolver aqui la ecuacién estacionaria de Kramers introducida en la seccién (4.5).

Considere una particula browniana de masa m en un potencial arbitrario U(X), la
ecuacién de F-P serd la (4.37). Entonces, inmediatamente identificamos el operador gradien-
te 9, = (0x,0v) y la corriente de probabilidad total?

J= (v, U@V €8V> P, (4.72)

m

28Ver segundo ejercicio optativo de la seccién (4.6). Si las fluctuaciones de un sistema no lineal se tienen
en cuenta introduciendo de manera ad hoc un término de ruido en la ecuacién determinista, la ede resultante
puede conducir a resultados paraddjicos. Una discusién al respecto se puede encontrar en el libro de van
Kampen [5], pdg. 235.

29Es decir, p puede ser X o V.
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donde ¢ = vkgT/m?. Note que a partir de la ecuacién de Kramers (4.37) es possible
“conjeturar” cémo separar K, en una parte disipativa y otra no disipativa (puramente
mecanica):

’

f°z<f;;,fa>:<v,%(x)> v = (02). am

Obviamente, esta eleccién depende del sistema de F-P que se esté estudiando (compare
con el ejercicio guiado de la seccién anterior). Usando (4.72), (4.73) y (4.63) se obtiene la
siguiente separacion para las corrientes de probabilidad:

JO = (V, L(X)> Py Ji= (o, v avg) P, (4.74)
m m

En este caso la matriz de difusién
0 O
D, = ( 0 e ) (4.75)
es singular.3°

La condicién potencial®! fl‘} —0,D,, = —D,,,,0,F conduce a la siguiente ecuacién para
el potencial F(X,V) de la solucién estacionaria:

(2)-(22)(3)

Entonces, en el estado estacionario, a partir de la condicién [Jf}]est = 0 se deduce que
vV /m = edy F. Esta ecuacién puede ser integrada inmediatamente, resultando:

F(X,V) = 2—ng2 + Cte(X). (4.77)

Por otro lado, en el estado estacionario, la anulacién de la divergencia de la corriente no
C o 1o
disipativa 9, f, = f,0,F conduce a

Ox fx +oviy = (f% V) (OxF(X,V),0v F(X,V)). (4.78)
Observando que f° = <V, %) implica que 0, fn=0,yde (4.78), se deduce que
0= (v, %(X)> (X F(X,V), 0 F(X, V).

Utilizando (4.77) se ve que la constante de integracién es

Cte(X) = #U(X) +N,

30Es decir, no tiene inversa.
31En general es valida para problemas de F-P de no equilibrio.
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con lo cual, y notando que ¢ = vkgT/m?, finalmente obtenemos para el potencial F' (a
menos de la constante A/ que se absorbe por normalizacién) la forma

m 1
F(X,V) = 2
(X, V) 2kBTV +k:BT

U(X).

De aqui se deduce que la solucion estacionaria de la ecuacion de Kramers es

o).

la cual, como era de esperar, coincide con la solucién candnica de la mecanica estadistica de
equilibrio.

m

_ 2
ZkBTV

Pest = Nexp (—F(X,V)) x exp <

4.7.4 Teorema de Onsager generalizado*

En una seccién anterior hemos comentado que el principio de balance detallado implica
que se cumpla la condiciéon potencial ff} - 0,Dy, = =D, 0,F y la divergencia nula de la
corriente de probabilidad no disipativa 0, ( fﬁPeSt) = 0. Note que la inversa no es cierta.

En aquellos casos en que la matriz de difusién sea constante la condicién potencial se
simplifica notablemente:

f,il = _DuuauF~ (479)
Definiendo las fuerzas generalizadas
F, =kpO,F
podemos escribir (4.79) en la forma
D
d pv
_ Dy 4.80
fl=-Des (4.80)

que es la relaciéon de Onsager (4.11). Més atin, en el caso particular (no lineal) en que
0y Dy, = 0, la relacién (4.80) es la generalizacién no lineal del teorema de Onsager [16].

Ezcursus. Cerca del equilibrio termodinamico F'({g,}) es la segunda variacién de la
energfa interna. Expresado en términos de AT y AV tenemos: kgTF = Cy /2T (AT)? +
%}f (AV)?/2V~, donde v = —(dlogV/OP)g es la compresibilidad adiabatica, Cy y Cp
son los calores especificos a volumen y presién constante, respectivamente. Es decir: F =
%gwquqy es una forma cuadrética definida positiva, entonces F, = kTB(gm,q# + Gouly) =
kB guuqu- Luego, en esta aproximacién: fl‘j = —Dk—‘;f,, = —D,ugvada = —M,aqa, donde
M, es la matriz de amortiguamiento [16]. Note que algunos autores definen las fuerzas
generalizadas F,, con el signo opuesto. Ver, por ejemplo, el trabajo de M. Lax [Rev. of
Mod. Phys. 32, 25, (1960)].

4.7.5 Comentarios sobre el calculo del potencial de no equilibrio*

En 1-dimensién siempre es posible introducir un cambio de coordenada de manera tal que
el coeficiente de difusién sea constante. Esto simplifica notablemente el cdlculo del estado
estacionario de F-P. En dimensién n el problema de encontrar una transformacién de coor-
denadas de manera que D,,, sea constante es un problema no trivial, de alli la utilidad de
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introducir una representacion covariante para la ecuacién de F-P, a efectos de calcular el
estado estacionario [17].

En general, en situaciones lejos del equilibrio si no se cumple la condicién potencial,
no se puede mantener ninguna de las condiciones (4.67) o (4.68). Entonces es necesario
arbitrar métodos perturbativos para el calculo del potencial de no equilibrio F'({g,}), a los
efectos de conocer la solucién estacionaria de la ecuacién de F-P. En particular, el empleo
de las variables de accién y dngulo [18] son de importancia a fin de calcular dicho potencial.
Otra posibilidad es detectar la parte no hermitica, Ly, del operador de F-P, entonces es
factible estudiar el problema de F-P en autofunciones de la parte hermitica £y en una base
| ¢ > de manera tal que los elementos de transicién < ¢q; | Ln | g2 > sean lo mds simple
posible. Cuando estos elementos cumplen relaciones de recurrencia finitas, y en particular
si es tridiagonal, el método de las fracciones continuas permite resolver numéricamente el
problema de F-P en una forma eficiente [4]. Por dltimo cabe mencionar que si la intensidad
de los ruidos (proporcional a las fuerzas de Langevin) es pequefia, el método de la integral
de caminos permite obtener buenas aproximaciones al potencial de no equilibrio [19].

Simetrizacion, desarrollo en autofunciones

Como ya se comento, si existe el estado estacionario, la distribucion Pes:({g.}) es el limite
asintdtico, para tiempos largos, del propagador del sistema. Podemos obtener Peg({g.})
como la solucién de la ecuacién estacionaria de F-P. Por otro lado, si se efectiia un analisis
de autofunciones del operador de Fokker-Planck £, Pest({q,}) es la autofuncién con autovalor
nulo del problema de contorno®® (donde se considera que [, ®(q,) dg, < o0)

LD, = N\, ®,. (4.81)

Pero puede ocurrir que el conjunto de autofunciones ®,, no sea completo; ésta es una difi-
cultad extra que suele aparecer en sistemas fuera del equilibrio, puesto que el operador £
puede no ser normal; ver por ejemplo [20]. En lo que sigue adoptaremos el criterio de que
el conjunto de autofunciones ®,, es completo (esto siempre podrd ser justificado evitando la
degeneracién de los autovalores mediante pequenas perturbaciones®? [4]). Por otro lado, si
el principio de balance detallado se cumple, siempre es posible simetrizar el operador £, lo
cual asegura la reduccién a su forma diagonal [ver (4.104)].

4.8 Procesos de Fokker-Planck no estacionarios®

4.8.1 Teoria de autovalores

Hemos mostrado en el capitulo 3, a partir del célculo estocdstico de Stratonovich, que
toda ede en presencia de un ruido gaussiano blanco da lugar a un proceso de Markov
bien definido.?* Un proceso de Markov continuo estd completamente caracterizado por su
operador £ de F-P, el cual puede escribirse inmediatamente a partir de su correspondiente
ede. Si algin parametro de la ede depende del tiempo, el pe no serd estacionario. En

328i el dominio de la distribucién es D [con sus correspondientes condiciones de contorno] las funciones
sobre las cuales opera £ deberian ser integrables en D. Es decir, un espacio de funciones integrables.

33En un contexto similar, ver el ejemplo del apéndice B.1

34Resultado valido para toda prescripcién diferencial estocdsticas como, por ejemplo, la de Stratonovich,
Ito, etc.
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particular, si esta dependencia es 27 periddica, el pe se denomina proceso de Markov no
estacionario 27-periédico. En esta seccién presentamos un método para resolver la dindmica
de Fokker-Planck cuando los coeficientes de deriva y/o de difusién son funciones periédicas
en el tiempo. Considere la siguiente ecuacién de F-P (en dimensién n)

15) P(([ t) = ——K (q t) + —6 72 D (q t) P(q t)
t ) 9 3 v\Y4Y, 9 9 1/9 vu\Y, ’

= L(q,04,t) P(q,t).

Aqui g representa el conjunto de variables (q1,...,¢n), y la suma sobre los indices repetidos
se sobrentiende. Se supone que el término de deriva y la matriz de difusion son funciones
periodicas en el tiempo con invariancia discreta de traslacion temporal t — ¢ + T, es decir:

Ky(¢,t+T) = Ky(q.t) (4.83)
Dyu(g;t+T) = Dyulg,t).

Se puede usar el pardmetro € para medir la intensidad del ruido. El propagador (densidad
de probabilidad condicionada) de la dindmica de Fokker-Planck P (g, |qo,%0) es solucién de
(4.82) y cumple con la condicién inicial

P (g,tolgo,to) = 6 (¢ — qo) - (4.84)

Si K, y D,, son independientes del tiempo, la dindmica de F-P es equivalente a un
problema de autovalores; entonces el propagador puede desarrollarse en términos de un
conjunto biortonormal de autofunciones del operador £. La necesidad de las autofunciones
adjuntas se debe al hecho de que en general el operador £ no es hermitico ni normal. En
el caso particular de que se cumpla el principio de balance detallado el problema puede ser
puesto en equivalencia con un problema de autovalores autoadjunto definido seminegativo
[4]; 1o cual muestra la existencia de un conjunto completo de autofunciones con autovalores
negativos (o cero), pero en general no es posible probar la existencia de un conjunto completo
de autofunciones del operador £. En esta seccién vamos a mostrar que la dindmica de un
proceso de Markov no estacionario T-periddico también se puede estudiar como un problema
de autovalores, pero donde el tipo de operador que hay que resolver es un operador integral.3?
En las siguientes secciones daremos algunas aplicaciones de esta teoria de autovalores; es
decir, primero deduciremos algunas relaciones entre los autovalores y autofunciones, y luego
mostraremos la relacion entre estos autovalores y ciertas cantidades que caracterizan al
sistema dinamico, como por ejemplo: funciones de correlacion, funciéon de Lyapunov, tiempos
de salto entre atractores, etc.

4.8.2 El operador de Kolmogorov
Toda solucién f(q,t) del operador de F-P (4.82) satisface la condicién de compatibilidad3®

f(q,1) Z/P(q,tq/,t’)f(q’,t’) dq’,

35Este método presenta mds ventajas cuando el sistema, inevitablemente, tiene que resolverse
nimericamente [12]. Mostraremos que la dificultad matemadtica se reduce al andlisis de autovalores de
una ecuacion integral de Fredholm.

36Ver capitulo 3.
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para todo t’ < t.
Definicion. El operador de Kolmogorov esté dado, para to > t1, por

Ut ) : fq) — / P g tld'st1) £ (¢) dds (4.85)

es decir, la evolucién de toda solucién de la ecuacién de F-P (4.82) se obtiene mediante la
aplicacion del operador de Kolmogorov:

[ g t2) =U(t2, 1) f (g, t1) - (4.86)

Esta ltima ecuacién no es mas que la condicién de compatibilidad de Kolmogorov.
Proposicion. El operador de Kolmogorov satisface la ley de semigrupo

U (t1,t1) = identidad (4.87)
U (ts, t1) U (ts,ta) U (ta,t1) - (4.88)

Si el operador de F-P (4.82) es periddico en el tiempo, el operador de Kolmogorov (4.85)
tiene la periodicidad
U(ta+T,t1+T) =U (ta,t1) . (4.89)

La propiedad (4.87) se infiere de la condicién inicial del propagador (4.84), la propiedad
(4.88) se prueba a partir de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov (ver capitulo 3), la cual
es valida para todo proceso de Markov. Por otro lado, de (4.82) y (4.83) es facil comprobar
que el propagador tiene la periodicidad

P(q,t+T|qo,to +T) = P (q,t|qo, o) , (4.90)

a partir de lo cual la propiedad (4.89) se deduce inmediatamente. Note que a causa de que
en general el propagador no es simétrico bajo la transformaciéon ¢ < qq, el operador de
Kolmogorov en general no es autoadjunto. Su adjunto estd dado por

U (ta,t1) " ¢(q)—>/¢(q’)P(q’,t2|q,t1) dq'. (4.91)

Proposicion. El operador adjunto de Kolmogorov satisface:
U(t,t1)t = identidad (4.92)
Uts,t)t = U s, t) U (t3,12)T, (4.93)

y si el operador de F-P (4.82) es periédico en el tiempo se deduce que el adjunto cumple
U(tg +T,t1 +T)+ ZU(tg,t1>+. (494)

Estas tres propiedades se infieren de las correspondientes propiedades del operador de Kol-
mMogorov.
Si ¢(q,t) es una solucién de la ecuacién “hacia atras” (Backward) de F-P, es decir,®”

2

0 0
Ord(q,t) = Ky(q,t)a—F%Dyu(q,t)W P(q,t)
v vOqyu

(4.95)

[’ (Q7 8(]7 t)+ ¢(Q7 t),

3TEsta ecuacién hacia atrds es de utilidad en el estudio de los tiempos “aleatorios” de pasaje por primera
vez por una determinada frontera [5]; ver seccién (6.6).
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entonces su evolucién hacia atrds en el tiempo se puede obtener mediante la aplicacion del
operador adjunto de Kolmogorov:

¢ (q,t1) =U (tat1) T o (q,t2) . (4.96)

Podemos, entonces, llamar a esta ecuaciéon la condicién de compatibilidad adjunta de Kol-
Mogorov.

4.8.3 Evolucién en un periodo de tiempo

Estamos ahora interesados en el problema de autovalores del operador U(t + T,t). Puesto
que el operador de Kolmogorov en general no es autoadjunto, necesitamos hallar un conjunto
biortonormal de autofunciones de U(t + T, t) y su adjunto U(t + T,t)™; es decir:

Ut +T,t)fi(q,t) = kifi(g,t) (4.97)
Ut+T, ) pi(q,t +T) = kidi(q,t+T) (4.98)
{¢i)fj} = /¢i(q,t+T)fj(q,t) dq = 6i,j- (499)

Usando las definiciones (4.85) y (4.91), y las propiedades (4.87)-(4.89) y (4.92)-(4.94), el
siguiente lema se prueba inmediatamente:
Lema

Considerando que f(q,t) satisface la compatibilidad de Kolmogorov (4.86) y que ¢(q,t)
satisface la compatibilidad adjunta de Kolmogorov (4.96), se infiere que

(a) Si f(q,to) es una autofuncién de U(to + T, tg) con autovalor k, entonces f(q,t) es una
autofuncién de U(t + T, t) con el mismo autovalor k para todo t.
Si ¢(q,to+T) es una autofuncién de U(tg+T, tp)* con autovalor k, entonces ¢(q,t+T)
es una autofuncién de U(t + T,t)" con el mismo autovalor k para todo t.

(b) Las autofunciones f;(q,t) y ¢:(q,t) tienen la misma estructura de Floquet

filg,t) = e Ngi(q,t)
$i(q,t) = eMyi(q, 1), (4.100)

donde las funciones g¢;(q,t) v vi(q,t) son periddicas en t, es decir,

gi(qa t + T) = gi(‘]v t)
Yi(g, t+T) = 7i(g, 1), (4.101)

v A; deben elegirse de forma tal que los autovalores k; tengan la forma

(c) Laintegral [ ¢(q,t+T)f(q,t) dg no depende del tiempo ¢, es decir, el producto escalar
{®, f} en (4.99) estd bien definido.
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Prueba. (a) Puesto que U(t + T,t) es periédica en ¢ es suficiente mostrar que para

to+1 >1>to:

Ut +T,t)f(q,t)

Ut + T, t)U(t,to) f (g, to)

Ut +T,to)f(q,to)

Ut +T,to+T)U(to + T, t0)f(q,to)
Ut +T,to+T)kf(q,t0)

k U(t,t0) f(g,t0)

k f(a,t).

La prueba para ¢(q,t) se realiza de forma anéloga. (b) Sea k; = e~ MT' entonces 9i(q,t) es

periddica en t:

gi(q,t+1T)

La prueba para ¢;(q,t), nuevamente,

/¢@u+Tﬁ@m>m -

_ e)\i(t-i-T) fi(q; t+ T)

= MDY+ T,t) fi(q, t)
= MU fi(q,t)

= M filg,t)

= gi(q,1).

es completamente andloga. (c) Sea ty > t; entonces
/ Ut + T, t1 +T)Td(q, t2 + 1)) flg,t1) dg

[ ttz,ty ota.ta 4 1) slat) dg

[ éta.ta+T) @t )10 0) o

[ ota.ta+ Dista.t) da.

Hasta este momento el lema (partes a, b y ¢) fue, solamente, una conclusién a partir de
la periodicidad de nuestro sistema (estructura equivalente al teorema de Floquet [21]). Si
ahora tenemos en cuenta que nuestras ecuaciones describen distribuciones de probabilidad
de procesos de Markov, podemos aportar las siguientes conclusiones [22]:

(d) Siempre existe el autovalor kg
¢o(q:t) = 0(g, 1) = 1.

= 1 (Ao = 0) con autofuncién adjunta constante:

(e) Las autofunciones para otros autovalores tienen integral nula

/fi(qat) dq:/gi(q,t) dg=0, para Fk; #1.

(f) Si la deriva y la matriz de difusién no son singulares, el autovalor ky = 1 no es
degenerado y su autofuncion es la distribucion de probabilidad asintética periddica

Pas(qat) = fO(Q7t) = gO(Q7t)'
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(g) Todos los otros autovalores tienen médulos menores que 1:

|ki| <1, esdecir, Re[\]>0, para i=1,2--

Prueba. (d) Puesto que el propagador es una densidad de probabilidad normalizable
se tiene que U(t + T, t)" 1 = [P(¢,t + Tlq,t) d¢ = (e) Puesto que la dinémica de
F-P conserva la integral tenemos que [ fi(q,t +T) dg = ff, q,t) dg = e Nt [ gi(q,t) dg,
pero la periodicidad de g;(g,t) implica que [ fi(g,t +T) dg = e >+ D) [ gi(q,t +T) dg =
e M) [ g,(g,t) dg. Ambos resultados son posibles sélo si se tiene que e T (=k;) =16
J 9i(q,t) dg = 0, entonces se deduce que [ f;(¢,t) dg = 0. (f) En estas condiciones el sistema
aproxima, para t — oo, una tnica distribuciéon®® P,4(g,t). Las autofunciones con autovalor
1 son precisamente las funciones periédicas que cumplen (b); pero Pas(q,t) es la tinica de
tales funciones (salvo multiplicacién por un escalar). (g) Puesto que en estas condiciones
toda solucién de la dindmica de F-P se aproxima asintéticamente a Pos(q,t) para t — oo,
toda otra autofuncién debe anularse para ¢ — 0o; asi pues, |k;| debe de ser menor que 1.

A partir de este momento ordenamos los autovalores en médulo decreciente segin: 1 =
ko > |k1| > |ka| > ..., es decir, A; con parte real creciente. Hasta este momento nada se ha
comentado sobre la completitud del conjunto de autofunciones. En verdad, esta afirmacién
no se puede probar en forma general. Pero las partes (a) y (b) del lema muestran que de
la existencia de un conjunto completo de autofunciones para algun valor fijo tg, se infiere
su existencia para todo t. De aqui en adelante supondremos que tal conjunto completo de
autofunciones existe, por lo que las funciones f;(q,t) v ¢;(q,t) satisfaran:

/ bilat+ TV (0t dg = 6,

> oild t+T)filae,t) = 8(d —q) (4.102)

=0

Ahora podemos desarrollar toda funcién h(q,t) que satisfaga la condicién de compatibi-
lidad de Kolmogorov (4.86) en series de autofunciones segin

t):ZAZfl(qa ZAQ Ait q, )7
i=0
donde los coeficientes A; se pueden obtener en la forma:
A= {ouh) = [ éslat+ Dhbla.) da.

En particular, el propagador se puede escribir como
Q)t|QO)tO ZA qo, t[) )\i(titg)gi(q,t)7 (4103)

donde los coeficientes A;(qo,to) son periddicos en tg.
Ejercicio. Demuestre (4.103) a partir de la periodicidad de P(q,t|qo,t0) (4.90) y de la
estructura de g;(q,t) [parte (b) del lema].

38Esta afirmacién, se puede probar mediante la definicién de una funcién de Lyapunov [12]. Ver el primer
ejercicio optativo de la seccién (4.6) o el apéndice B.2 para entender una situacién anéloga, en el caso de un
pe estacionario.
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4.8.4 Balance detallado periodico

Probar la existencia de un conjunto completo de autofunciones del operador de Kolmogorov
es una cuestién abierta. El problema surge porque por un lado la representacion diferencial
del operador de Kolmogorov involucra el operador de ordenacién temporal, el cual es dificil
de manejar (todos los operadores involucrados tienen que estar cronolégicamente ordenados;
por ejemplo, ver referencia [5])

ta

U(te, t1) = T exp ( L(q, 04, 5) ds> ,

t1

y por otro lado, en la representacién integral de este operador (4.85), el nticleo (o sea, el
propagador) es en general no simétrico. Para procesos de Markov estacionarios es posible
simetrizar el operador de F-P suponiendo que la condicién de balance detallado se cumple.
Esta condicién establece que para variables pares,®® bajo la inversién temporal t — —t, se
tiene

(CE t|y7 ) est(y) (y,t|x O) est( )

(Pest(z) es la solucién estacionaria del proceso de Markov). Este hecho permite obtener
operadores autoadjuntos de F-P y de Kolmogorov. Ademas, en estas condiciones el operador
simetrizado de F-P es definido seminegativo, asi pues, sus autovalores son nimeros reales
negativos, de donde se deduce que los autovalores del operador de Kolmogorov son reales
entre 0 y 1.

En el caso no estacionario T-peridédico no tenemos una invariancia continua de traslacion
temporal, pero si una invariancia discreta t — t+7". Con una condicién similar a la condicién
de balance detallado es posible simetrizar el operador de Kolmogorov. Esta nueva condicién
es compatible con la invariancia discreta de traslaciéon temporal y la llamaremos condicién
de balance detallado periédico.

Definicion. La condicién de balance detallado peridédico se cumple si

P(x,t + Ty, t)Pas(y,t) = P(y,t + T|x,t) Pas(x,t), Va,y,t.

Proposicion. Si la condicién de balance detallado periddico se cumple, el operador de
Kolmogorov U(t + T, t) es autoadjunto bajo el producto escalar

(n€) = / )/ Pas(2,1) d.

Prueba.
(LUt + T e} = / / n(2)Pla.t + Ty, )E(y)/ Pus(, 1) dir dy

/ / (.t + T, ()€ () Pas(y, ) d: dy
= {Ut+T,t)n,&}.

Corolario. Si el balance detallado periédico se cumple, existe un conjunto completo de
autofunciones del operador de Kolmogorov U(t + T, t).

39 Aquf los sfmbolos x o y son equivalentes a q y representa un conjunto {qi, g2, - - -} de variables pares.
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Ejercicio optativo. Considere el operador de Kolmogorov para el caso especial en que el
sistema sea estacionario (es decir, la deriva y la matriz de difusién son independientes del
tiempo). En general, usando la representacion de Dyson para el operador de Kolmogorov
[22],

Ut +7,t) =T exp (ftHT L(q, 0y, ) ds) = 71{1 +3 4 ft+T dty :+T dty -

ol Jt

o [T At Ly, O th) ﬁ(qﬂ,aﬂ,tg)-~£(qﬂ,a#,tn)},

y el hecho de que para procesos estacionarios £ es independiente del tiempo, pruebe que si
U(t+T,1) es simetrizable, entonces también lo serd £(g,,0,,). Esto es equivalente a establecer
que con la condicién de balance detallado el operador de F-P admite un conjunto completo
de autofunciones. Entonces el balance detallado también se puede formular en términos de
la simetrizacion del operador de F-P, es decir:

{¢, L} = {Lo, )}, (4.104)

bajo el producto escalar {n,&} = [n(x)&(x)/Pest(x) dz. Entonces, si el sistema es esta-
cionario y la ecuacién de F-P satisface el principio de balance detallado, muestre que
Pyt (z) = go(x) (autofuncién con autovalor kg = 1).

4.8.5 Mezcla fuerte

El concepto de mezcla fuerte*” se introdujo originalmente como una de las varias condiciones
que un pe debia satisfacer para que sea aplicable el teorema central del limite. Este problema
no aparece aqui puesto que, en general, nuestro proceso de Markov no es gaussiano. En esta
seccion estamos mas interesados en el concepto de “mezcla fuerte” como una condicién de
independencia asintética.

Sea ¢(t) una realizacién del pe no estacionario T-periédico. Una funcién de correlacién
se define, de manera usual, por

({a(®)a(@))) = (a()q(t)) —(a(®)) (a(t), (4.105)

donde el simbolo (- - -) representa el promedio en ensemble (ver capitulo 3). Por lo general
lo que suele interesar es el cdlculo de la funcién de correlacién en el limite de tiempos largos,
es decir, mediante el uso de la distribucién asintética, Pas(q,t), para construir la densidad
de probabilidad conjunta (asintética) de 2-tiempos [necesaria para el célculo de (4.105)].
Entonces el segundo momento (asintético) de 2-tiempos estd dado por®!

(a®)a(t)) s = //qq’P(q’,t’lq,t)Pas(q,t) dq dq,
donde, sin pérdida de generalidad, hemos elegido ¢ > ¢t. Podemos considerar la funcién

de correlacién como una funcién de las variables ¢ y 7 = t' — ¢t. Ahora bien, usando la
representacion del propagador en autofunciones del operador de Kolmogorov obtenemos:

(ot +m)a())es = 3 e 7 Bilt 7), (4.106)

40En inglés, Strong mizing.
41Como en las secciones previas, dq representa un conjunto n-dimensional de diferenciales.



156 CAPITULO 4. IRREVERSIBILIDAD, ECUACION DE FOKKER-PLANCK

donde las funciones
Bi(t, ) = / / qq' Ai(q,1)gi(q', t +7)go(q, t) dq dg’ (4.107)

son periddicas en t y 7.

Ejercicio optativo. Demuestre (4.107) a partir del lema probado.

La funcién de correlacién (4.106) es una funcién oscilatoria decreciente de 7 para todo
valor fijo ¢, la cual tiende a cero cuando 7 — oo. Este hecho prueba el siguiente corolario.

Corolario. Todo proceso de Markov no estacionario T-periédico caracterizado por una
deriva y una matriz de difusién no singular es de mezcla fuerte (Strong Mizing).

Funcion de correlacién para 7 grande

Si ordenamos los autovalores del operador de Kolmogorov en forma decreciente, 1 = kg >
|k1] > |k2| > -+, y retenemos solamente los sumandos dominantes, en la serie (4.106)
obtenemos, para la correlacion asintotica

({g(t +7)g(®)),e = e M Bi(t, 7). (4.108)

Entonces, luego de un periodo de tiempo, la funcién de correlacién (como funcién de 1)
es amortighada por el factor k1 = e~™7T. Es decir, el primer autovalor del operador de
Kolmogorov, menor que 1, caracteriza la pendiente del decaimiento de ((q(t+ 7)q(t)))
como funcién de 7.

Ezcursus. Se puede ver que el autovalor k; generaliza el concepto de tiempo de escape,
Ti ~ A1, desde un atractor para sistemas markovianos no estacionarios periédicos [22]. En
el caso de tratarse de un proceso estacionario, el tiempo 7x es el tiempo de activacién de
Kramers [5].

as

Funcién de Lyapunov

Otro objeto interesante que da informacién sobre la evolucién dindmica de un proceso
markoviano no estacionario T-periédico, es la funcién de Lyapunov. Tradicionalmente esta
funcién se introdujo para analizar el decaimiento de la preparacién inicial de un sistema
estacionario.*?

Considere el sistema preparado en el punto gy en cierto instante t5. En este caso la
funcién de Lyapunov estd definida por®?

H(t) = /P(q,tho,to)ln (M)

Pis(q,t)

Es posible probar [12] que para todo qp la funcién H(t) es no negativa decreciente. Es decir,
el acercamiento desde la preparacién inicial del sistema (en el punto qo) al estado asintético
P,s(q,t) estd caracterizado por H(t).

Nuevamente, si usamos un desarrollo en autofunciones del operador de Kolmogorov y
tomamos solamente el comportamiento dominante del decaimiento, se observa lo siguiente:

42Este hecho ya fue comentado cuando se planteé el problema de la irreversibilidad al principio del capitulo.

43Note que esta definicién es independiente de la dimensién, es decir, del niimero de elementos del conjunto
{qv}. Para probar que H(¢t) es una funcién de Lyapunov se procede de manera andloga a como se presenta
en la seccién (4.6) y en el apéndice B.2.
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Figura 4.2: Configuracién de campo total aplicado, H = Hy + H;(t), sobre el momento
magnético M.

Corolario. En el régimen de tiempos largos la funcién de Lyapunov H(t) es oscilatoria
. . . 2
decreciente y decae en cada periodo de tiempo en un factor (k1)”.

Su prueba se deja como ejercicio para el lector. Note que en el régimen asintético el
decaimiento de la funcién de correlacién es mas lento que el decaimiento de la funcién de
Lyapunov.

Ezxcursus. (Resonancia magnética.) Considere una particula monodominio con mo-
mento magnético uniforme M de magnitud M; (cuya variacién con la temperatura puede ser
despreciada), en presencia de un campo externo constante Hy. Si la orientacién instantdnea
de M estd descrita por los dngulos 8 = 0(t) y ¢ = ¢(t) de forma tal que las componentes
del momento magnético son M, = M, senfcos ¢, M, = M, senf sen¢ y M, = M, cos 0,
considere a partir de la ede de Brown-Gilbert [ver seccién (3.19.1)] el operador £ de F-P
asociado [23]. En este caso, y mediante el principio de balance detallado, es posible rela-
cionar la intensidad de las fluctuaciones térmicas con el parametro de disipacién del modelo
[ver (4.51)]. Por otro lado, si ademds del campo magnético Hy estd presente un campo
rotante de radiofrecuencia Hy = Hy(¢) (perpendicular a Hy), es de interés estudiar en estas
condiciones de no equilibrio el comportamiento del sistema magnético; es decir: sus fun-
ciones de correlacién, absorcién de energia, tiempos caracteristicos de relajacién (paralelo
y perpendicular a la direccién de Hy), etc. Para este modelo se obtiene un operador de
F-P modulado periédicamente en el tiempo. Considere, por ejemplo, la configuracion total
de campo magnético aplicado: H = Hg + H;(¢t) = XH; cos (wt) + ¥ H; sen (wt) + ZHyp, que
se muestra en la figura (4.2). Usando que V (0,¢) = —H - M, compruebe que es posible
separar el operador de F-P en la forma £ = Ly + K1, donde Ly es el operador de F-P para
el problema con campo Hy; mientras que K; = K1 (t) es un término de deriva, periédico en
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el tiempo, dado por

—HlMsg
senf 060
H1Ms£
senf 0¢

K1 {sen @ [(h' cos b cos (¢ —wt) + ¢’ sen (¢ — wt))]} —

(¢’ cos @ cos (¢ — wt) — h' sen (¢ — wt))}.

Entonces, a partir de la teoria de autovalores del operador de Kolmogorov es posible carac-
terizar este sistema markoviano no estacionario 27-periédico.

Ezcursus. (Escalones de Shapiro.) Sien un circuito eléctrico RSJ [es decir, la juntura
Josephson caracterizada por la ecuacién (4.56)] se considera que la corriente aplicada [
tiene ademds del término de una parte alterna I = Igc + Iy cos (wt), el circuito RSJ se
puede estudiar en términos de la frecuencia w de la corriente alterna aplicada; dando asi
lugar al fenémeno de “cerrado” o “bloqueo” de la fase ¢ [24]. Este hecho conduce a que el
grafico de la corriente I4. en funcién de la diferencia de potencial V' muestre una estructura
escalonada. Es decir, estos escalones se producen si el promedio en un ciclo de la variacién

de la fase iguala a un nimero entero de la frecuencia externa <gb> = nw. Si ahora tenemos

en cuenta las fluctuaciones térmicas, la evolucién de la fase esta gobernada por la ede (4.57).
Entonces estamos en presencia de un proceso markoviano no estacionario 27-periédico. En
este caso la diferencia de potencial viene dada por

174 . 1 T 27
ar=(0) =5 [ @[ éPutoty o T=2mfer
RIy T J 0

De aqui se puede observar que los escalones de Shapiro son redondeados cuando la tempera-
tura es distinta de cero [25].

Ezxcursus. (Resonancia estocéstica.) El concepto de “Resonancia Estocdstica” se in-
trodujo para describir la coincidencia de dos tiempos caracteristicos en un sistema estocastico
multiestable modulado periédicamente en el tiempo. Una de esas escalas es el tiempo es-
tablecido por el periodo de la modulacién externa: 27/w; la otra es el tiempo “entre saltos”
inducido por las componentes estocdsticas del sistema (por ejemplo, el tiempo de activacién
de Kramers 75). Originalmente este concepto fue introducido para procesos markovianos
pero también es posible generalizarlo a sistemas no markovianos. Obviamente en estos casos
se introduce la competencia con una tercera escala de tiempo: la memoria no Markoviana.
Es interesante acotar que el término “Resonancia Estocastica” fue originalmente introducido
en un esfuerzo por descubrir los mecanismos que explicaran el periodo de ocurrencia de las
eras glaciales en el planeta Tierra [26]. Existen muchas técnicas matemédticas para estudiar
este tipo de procesos markovianos no estacionarios 2m-periddicos. En particular, es posible
analizar eficientemente este fenémeno en el contexto de la integral de caminos [27].
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Apéndice H

Fractales

H.1 Objetos autosimilares

El monumental trabajo de B.B. Mandelbrot,! generé una innumerable cantidad de inves-
tigaciones a partir del concepto de dimensién fractal. No pretendemos hacer aqui una in-
troduccién al estudio de tan vasto y complejo tema de investigacion, sino dar los elementos
minimos necesarios para motivar al lector en el estudio de este tema tan apasionante.?

Un objeto es autosimilar si esta formado por partes que son similares al todo. Los obje-
tos autosimilares se pueden “construir” mediante reglas iterativas o k generaciones deter-
ministicas a partir de un “generador” inicial dado. En general, si amplificamos [agrandamos]
parte de la generacion k-esima, encontraremos el mismo objeto de la generacién k — 1. El
ejemplo més simple es el conjunto de Cantor. En la figura (H.1) se muestran 4 generaciones
de dicho conjunto. Asi, por ejemplo, si en la generacién k = 2 amplificamos la parte derecha
del conjunto de Cantor en un factor de 3, vemos que se obtiene exactamente el mismo objeto
que el de la generacion k = 1. Este es un tipico fractal determinista.?

Por otro lado, en la naturaleza existen objetos aleatorios que presentan caracteristicas
autosimilares. A este tipo de objetos se les llama fractales aleatorios y seran descritos,
brevemente, en la préxima seccidn.

Para caracterizar un objeto autosimilar es necesario primero dar algunas definiciones.
Llamamos dg a la minima dimension euclidiana —del espacio— en donde podemos “em-
potrar” este “objeto” o fractal.? En un espacio euclidiano el hipervolumen V(I) de un
objeto arbitrario se puede “medir” cubriéndolo con “cajas” lineales de tamano [. Es decir,
necesitamos N () “cajas” para cubrir un objeto dado y poder asi medir V' (I), o sea:

V()= N(1) 1%,

Puesto que el hipervolumen no puede depender de un cambio de unidad, en general podemos

IVer, por ejemplo, el tratado The Fractal Geometry of Nature, New York, W.H. Freeman (1982).

20tros libros que también pueden consultarse para estudiar experimentos y simulaciones numéricas en el
contexto de la geometria fractal son: Fractals, J. Feder, N.Y., Plenun Press (1988); The Science of Fractal
Images, Eds. Heinz-Otto Peitgen and Dietmar Saupe, Berlin, Springer-Verlag (1988).

3Muchas veces a estos objetos se les llama “Monstruos”, quizés por su intrinsica hermosura matemaética.

4En inglés se dice: Embedding dimensién dg.

321
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k=0

Figura H.1: Conjunto de Cantor; su dimensién fractal es dy = 0,639---. La linea continua
corresponde a la generacion k = 0, la siguiente a k = 1 y asi sucesivamente.

esperar que N(I) ~[~#. Sin embargo, para objetos fractales se propone:
N(l) ~17%, (H.1)

Si se cumple que dy < dg, decimos que tal objeto es un fractal.® Entonces a partir de (H.1)
se infiere —luego de tomar el logaritmo— que

In N (1)

dr = mn

corresponde a la dimensién critica de Hausdorff-Besicovitch.®

Ejemplo. (Conjunto de Cantor.) Consideremos el fractal caracterizado en la figura
(H.1). Se observa que para pasar de la generacién k a la generacién k + 1 el factor de escala
de un segmento arbitrario es I = 1/3 y allf el niimero de objetos autosimilares es N(I) = 2;
entonces df =1In2/In3 = 0,639 --. Ahora bién, puesto que dy < 1, se deduce que dy es su
dimension fractal.

FEjercicio. (Generador triangular de Koch.) Consideremos el fractal caracterizado
en la figura (H.2). Es decir, en cada iteracién se reemplaza un segmento por el “generador”
que aparece en la iteracién k = 1. Se observa que en la generacion k la escala es [(;) = 37ky
el niimero total de objetos autosimilares es N () = 4*. Luego, el “largo” total de la curva
en la generacion k se puede calcular usando que k = — Inly,) / In 3, es decir:

Lllw) = Nw)lx = @k - <§>_lnl<k)/ln3 = exp (m [(g)‘lnl“’)/lngb

Donde dy =1n4/In3 = 1,2628--- < 2 es su dimensién fractal. Claramente, en el limite
l(ky — 0 la longitud total: L(lx)) = N(lx))(x), no es una cantidad 1til. Muestre —de

forma analoga— que N(I()) = lac(;f-

Ejemplo. (Generador cuadrado de Koch.) Consideremos el fractal de la figura (H.3).
Es decir, en cada iteracién se reemplaza un segmento por el “generador” que aparece en la

5En general se tiene dr < d ¢ < dg, donde dr es la dimensién topoldgica del objeto en estudio. Es decir,
dr = 0 para un conjunto de puntos desconectados; dr = 1 para una curva; dr = 2 para una superficie;
dp = 3 para un cuerpo sélido.

8Ver referencia en la nota (1).
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Figura H.2: Curva de Koch con generador triangular; su dimension fractal esdy = 1,2628 - - -.

iteraciéon k = 1. Se observa que el factor de escala es | = 1/3 y N(I) = 9, entonces
df =In9/In3 = 2. En este caso no obtenemos una dimensién fraccionaria, pero si mayor
que la topolégica dpr = 1.

Pasemos ahora a mostrar ejemplos de fractales donde la dimensién topoldgica del ob-
jeto en estudio es una superficie, o un cuerpo sélido. Las “carpetas” de Sierpinski, cuyos
generadores son superficies agujereadas, son ejemplos tipicos de superficies fractales.

Figura H.3: Curva de Koch con generador cuadrado; en este caso dy = 2.

Ejemplo. (Carpeta triangular de Sierpinski.) Consideremos el fractal caracterizado
en la figura (H.4). Es decir, en cada iteracién se reemplaza una “superficie” triangular
por el “generador” que aparece en la iteracion £ = 1. Se observa que para pasar de la
generacion k a la generacion k + 1 el factor de escala es | = 1/2 y N(l) = 3, entonces
df =In3/In2=1,585--- < 2 es su dimensién fractal.

Ejemplo. (Carpeta de Vicsek.) Consideremos la superficie fractal caracterizada en la
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A

k=2 k=3

Figura H.4: Carpeta triangular de Sierpinski, su dimensién fractal es dy =1,585---.

figura (H.5). En cada iteracién se reemplaza una “superficie” cuadrada por el “generador”
que aparece en la iteracién kK = 1. Se observa que para pasar de la generacion k a la
generacion k + 1 el factor de escala es | = 1/3 y N(I) = 5. Entonces dy = In5/In3 =
1,4649--- < 2 es su dimensién fractal.

e e o

Figura H.5: Carpeta de Vicsek; su dimensién fractal es dy = 1,4649 - - -

Ejercicio. (Cuerpo sélido de Sierpinski.) Considere la carpeta cuadrada de Sierpinski
que se muestra en la figura (H.6). Se observa que para pasar de la generacién k a la generacién
kE+1 el factor de escala es | = 1/3 y N(I) = 8; entonces dy = In8/In3 = 1,8927---. A
partir de este fractal “superficial” construya su generalizacién para un cuerpo sélido fractal,
muestre en ese caso que la dimension fractal del objeto generado es mayor que 2 y estd dada
por df = In10/In3 < 3.

H.2 Objetos estadisticamente autosimilares

Hemos mencionado que en la naturaleza aparece de manera natural el concepto de objeto
autosimilar aleatorio. Las interfases rugosas, el frente de avance de las llamas, los perfiles
de una costa [ver el mapa del sur de Chile, por ejemplo], el contorno de las nubes en un dia
soleado, las ramificaciones de los rios, etc., son algunos de los muchos ejemplos de objetos
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k=1 k=2 k=3

Figura H.6: Carpeta cuadrada de Sierpinski; su dimensién fractal es df = 1,8927-- .

autosimilares con caracteristicas aletorias.

En general, si centramos nuestra atencién en situaciones estocéasticas, es decir, si estu-
diamos pe, podemos introducir facilmente el concepto de fractal aleatorio clasificando la
“rugosidad” de una realizacion estocastica.

En la seccién (3.11), cuando se estudi6 el espectro de potencia de un pe introdujimos la
definicién de pe escalante; precisemos nuevamente este concepto. Por ejemplo, consideremos
la probabilidad condicionada del proceso difusivo de Wiener P[X(t) | X (to)]. En este caso
es facil verificar que se cumple la relacién

P[AY2 X(A1) | AY2 X (Ato)| = A™V2PX(2) | X(to)] , YA > 0.

Como ya se comentd en el capitulo 3, esta propiedad también se puede analizar en términos
de su correspondiente funcién caracteristica:

k

GX(W?

At) = Gx (k,t).
Es decir —en distribucién— las realizaciones del pe cumplen una invariancia de escala. Este
hecho lo hemos denotado diciendo que el pe X(¢) satisface la relacién de escala:

X(At)/ AY? = X(t).

Este es el punto de partida para calcular “mecanicamente” la dimensién fractal asociada
al “dibujo” de una realizacién de un pe. Sin embargo, por la naturaleza misma de fractal
aleatorio, la transformacion de escala en el eje X es diferente de la transformacién de escala
en el eje temporal; como consecuencia de esto, la definiciéon de dimensién fractal —de un
objeto estadisticamente autosimilar— no es tnica.” Para mostrar este hecho procedemos
de la siguiente forma. Primero supongamos que para un proceso arbitrario se cumple la
relacion de escala

X(At)) A =X(t). (H.2)

Calculemos la dimensién fractal asociada con la operacién de “cubrir” una realizacion del
pe X(t) que satisface la relacién de escala (H.2). Una posible manera de calcular esta

"Ver referencia en la nota (1), o B.B. Mandelbrot, Physica Scripta 32, 257, (1985).
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cantidad es “contando” el nimero de paralelogramos [de alto minimo a y ancho minimo
7, en la direccién de los ejes X,t respectivamente] necesarios para cubrir completamente
la realizacién. Supongamos que 7 es el tiempo de duracién de la realizacién, entonces
necesitamos 7 / AT segmentos para cubrir todo el eje temporal. Por otro lado, usando (H.2)
se observa que el rango en el intervalo temporal A7 es del orden (tomando X(0) = 0)

AX (A7) = X(AT) — X(0) = AT AX (7). (H.3)

Es decir, en cada segmento A7 el rango de variacién en el eje X esté caracterizado por la can-
tidad AX(A7) = A AX(7), de donde se deduce que necesitamos “apilar” A AX(7)/ Aa
“cajas” de alto Aa para cubrir tal variacién. Entonces el niimero total de “cajas” necesarias
para cubrir este objeto viene dado por

AH2,

H
N, a,7) = AT AX(7) % 17 ~

Aa

Luego, de (H.1) se infiere que la dimensién fractal es
Dp=2-H<2. (HL.4)

Note que en este analisis hemos usado el argumento de que las “cajas” minimas son pequenas
con respecto a la duracién temporal 7 y el rango de la realizacién, es decir 7 < 7 y

a < AX(7), respectivamente. Si éste no es el caso, o sea, si a ~ AX(T)2>1/2 sélo es
necesario poner una caja para cubrir el rango en un segmento A7, de donde se deduce que
N(A,a,7)=1x T/ (A1) ~ A1, entonces D = 1. Es decir, en este caso no se obtiene una
dimensién fractal. Entonces este cdlculo sélo tiene sentido en el limite de alta resolucién, o
sea que la dimensién fractal Dp es una cantidad local.® Otra posibilidad es calcular el largo
de la curva en lugar de calcular el cubrimiento de la realizacion. Para tal efecto procedemos
de otra forma.

Para objetos autosimilares aleatorios, como las costas en un mapa, suele usarse una
“regla” de longitud 6 para calcular el largo total de la realizaciéon. Es decir, la contribucién
a la longitud total medida sobre la realizacién del pe X(¢) se efectiia con una “regla” de
longitud 6 para abarcar una porcién caracterizada por el segmento temporal A7; en este
caso se tiene —por el teorema de Pitagoras— que

5= \/(AT)2 + <%)2 = \/<A7)2 + A2H <AXT(T)>2. (H.5)

Observe que en el segundo término de esta expresién hemos usado (H.3); aqui a mide la
unidad en el eje X. Luego, en el limite de a pequeno se infiere que el término dominante
esta dado por

5~ AT (H.6)

Note que en este caso, cuando colocamos “la regla”, de longitud 8, sobre la realizacion, ésta
queda casi “paralela” al eje X. Entonces el nimero de reglas, de longitud §, necesarias para
medir el objeto viene dado por
T
N(©) ==~ A"V~ s VH,

T

8En inglés a esta dimensién fractal se le llama Boz dimension [dimensién de caja].
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donde hemos usado (H.6). Nuevamente, usando (H.1) se deduce que la dimensién fractal de
“compés” tiene el valor?
Dp = T (H.7)

Si la escala en el eje X no es pequenia, o sea, AX(AT) < a, el segundo término en (H.5)
no es el dominante; entonces § ~ Al, con lo cual N'(§) ~ A= ~ 6§71 de donde se deduce que
la dimensién aparente es D = 1. Es decir, para un mismo objeto autosimilar aleatorio aqui
hemos presentado al menos tres dimensiones diferentes: Dp =2 — H, Dp=1/H y D = 1.
En general, dado un objeto estadisticamente autosimilar y fijado el mecanismo de “medida”,
el interés estd en representar graficamente el In N (1) en funcién de In(l) para calcular asi su
pendiente (dimensién fractal).

Ejemplo. (Proceso browniano.) El proceso de Wiener cumple una relacién de escala
de la forma (H.2) con H = 1/2; entonces, usando (H.4) y (H.7) obtenemos las siguientes
dimensiones fractales: Dp = 3/2, Dp = 2. En la seccién (3.6.1) se comenté que B.B. Man-
delbrot introdujo una generalizacién del proceso de Wiener, que llamé movimiento browniano
fraccionario.*® La ventaja de este proceso es que permite variar la rugosidad de la realiza-
ciones controlando su correlacién. En particular, B.B. Mandelbrot acuno el uso del expo-
nente H € (0, 1) para caracterizar la relacién de escala (H.2); cuando H ~ 0 la realizacién es
extremadamente rugosa [el proceso parece un ruido blanco], mientras que para H ~ 1 la reali-
zacién es suave, el caso H = 0,5 corresponde al proceso difusivo normal. En la figura (H.7)
se muestran distintas realizaciones del proceso fBm para tres valores de H, obteniéndose asi
distintas dimensiones fractales. También es posible comprobar que la dispersién del proceso
fBm esta caracterizada por el comportamiento X (t)2> o t2H . Por.otro lado, la correlacién
persistente-antipersistente estd caracterizada por (—X(—t)X(¢))/ X(t)*) =221 —1.

FEjercicio optativo. (Proceso de Lévy.) La distribucién de probabilidad condicionada
del proceso de Lévy!! estd caracterizada por la funcién caracteristica

Gx(k,t) xexp(=Ct| k"), V>0,

donde C' > 0 es una constante y u € (0,2]. El caso u = 2 corresponde a un proceso
gaussiano, u = 1 corresponde a la distribucién de Cauchy [ver secciones (1.4.2) y (6.2.2)],
etc. En general, este proceso cumple una relacién de escala de la forma (H.2) con H = 1/p.
Muestre que se pueden definir las siguientes dimensiones fractales para el proceso de Lévy:

Dp = 2_1/M7VM€[1,2}
DD oy VILLE (012]

Note que, dependiendo del valor de y, no estan definidos los momentos del pe; sin embargo,
si se pueden calcular momentos fraccionarios. Desafortunadamente este calculo es no local,
razén por la cual su andlisis es més dificil. Por ejemplo, suponiendo un dominio positivo
para X use

! s ex
X””_F(l—ﬁ)/of X de, 0<pB<1,

9En inglés a la dimensién Dp se le suele llamar Divider dimension o Compass dimension.
10En inglés suele denotarse por la sigla fBm.
HVer los excursus de las secciones (3.14) y (6.2.3), y nota (33) en la seccién (8.5.1).
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@)
s (b)
>

©

Figura H.7: Realizaciones del proceso fBm para tres valores distintos de H; en la realizacion
(a) H=10,2; (b) H=10,5y (¢) H=0,8. Entonces, los correspondientes valores para la
dimensién fractal de “caja” son (a) Dp =1,8; (b) Dp=1,5y (¢) Dp =1,2.

para demostrar que los momentos fraccionarios se pueden estudiar en términos de la funcién
caracteristica Gx (k) = e*X) mediante la férmula

* o [ -1 * 5 dGx(k = i)
Xﬂ>_/0 X'@P(X)dX_m/o gﬁng.

Excursus. (Difusién anémala en redes fractales.) A partir del reconocimiento de
que las redes fractales son buenos candidatos para modelar sistemas desordenados, el estudio
de la dindmica de un RW sobre una estructura fractal ha sido una técnica importante en
el analisis de la difusién anémala. Frecuentemente suele caracterizarse el comportamiento
asintético del segundo momento de un RW sobre una red no euclidiana (empotrada en

dimensién dg) mediante la introduccién de un exponente d,,, en la forma:
*

r(t)2> ~ 2 con dp >d, > 2,

en el caso euclidiano d, = 2. La razén por la cual se obtiene un transporte subdifusivo
es que el RW estd restringido a un “volumen” reducido en la estructura fractal. Es ha-
bitual relacionar la dimensién fractal d,, con la informacién topoldgica y dinamica del RW
(representa la dimension fractal del RW en el sistema desordenado). Existen interesantes
conjeturas entre los diferentes exponentes que aparecen en la teoria de difusién anémala
sobre redes no euclidianas. Nuevamente la relaciéon de Einstein permite establecer vinculos
entre los exponentes criticos estéticos y dindmicos [ver, por ejemplo, el tratado sobre perco-
lacién y desorden de A. Bunde and S. Havlin en: Fractals and Disordered Systems, Berlin,
Springer-Verlag (1991)].

FEjercicio optativo. (Red de Bethe.) La red de Bethe o “4rbol” de Cayley es una
estructura peculiar que permite estudiar analiticamente problemas no triviales de percolacién
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en funcién del nimero de coordinacién z. Esta red no es un fractal,'? sino que consiste en una
estructura —sin lazos— mediante la cual s6lo hay un camino para ir desde un nivel'® j al p.
Para generar esta red procedemos de la siguiente forma. Consideremos un nivel arbitrario,
al que llamamos 0, a partir del cual emanan z “ramas” [de longitud unidad], entonces el
punto final de cada rama es un nuevo nivel [digamos el 1] y obtenemos asi z niveles que
constituyen la primera “cdscara” del arbol de Cayley. A partir de cada uno de estos niveles
generamos nuevamente z — 1 niveles [digamos el 2], de esta manera en la segunda céscara se
tienen z(z — 1) niveles equivalentes, y asf sucesivamente. El caso z = 2 corresponde a la red
euclidiana seminfinita 1D. Generalice la red de Bethe agregando, ahora, los correspondientes
niveles negativos, considere entonces un RW en una red de Bethe infinita con ntimero de
coordinacion z y obtenga la funcién de Green de la EM asociada a este modelo homogéneo.
Ayuda: use el resultado presentado en el ejercicio optativo [Transiciones asimétricas] de la
seccién (6.3.3).

Ejercicio optativo. (Red “peine”.) Una red “peine” es una estructura bidimensional
que permite estudiar analiticamente problemas no triviales de difusion anémala. Obviamente
esta red no es un fractal, sino que consiste en una estructura peculiar en forma de “peine” en
la cual, por ejemplo, sélo hay difusion en el eje = cuando y = 0. Para generar una dindmica
de Markov sobre esta red peine definimos la siguiente matriz de transicién (ver capitulo 6)

Hpcinc = MUz 6y,0 (E; + E; - 2) +:uy (E;r —Q—E; - 2)
= pg6y0HY + 1y Hg.
Considere ahora la siguiente EM )
P =H,cine - P.

Empleando la funcién de Green del problema en la direccién y:
-1
G= [ul—uyHg] ,

y usando el término p, 6,0 HY - P como “fuente” de la solucién general, obtenga una ex-
presion para la difusion en el eje x, es decir, la probabilidad:

P(z,0,t) =< 2,0 | P(£) | 0,0 > .

Observe que asintéticamente > P(z,0,t) ~ t71/2, es decir que P(x,0,t) no estd norma-
lizada. Calcule el segundo momento del desplazamiento x(t)2>. Ayuda: empleando las
variables de Laplace (¢ — u) y Fourier (z — k) las expresiones suelen ser més faciles de
manejar. Una buena referencia donde se presenta el analisis de un RW de tiempo discreto
en este tipo de red se puede ver en: G. Weiss and S. Havlin, Physica A 134, 474, (1986).
;,Se podria generalizar una red “peine” para que si sea una estructura fractal? ;Qué ocurre
si los “dientes del peine” tienen distintas longitudes'4?

12Es posible verificar que la dimensién de este objeto es infinita Vz > 2.

13Es importante destacar que en esta red no tiene sentido la distancia euclidiana, de ahi que ahora hablamos
de nivel j o distancia quimica j — p.

141a generalizacién a una red peine con dientes desordenados se presenta en: S. Havlin, J.E. Kleifer and
G. Weiss, Phys Rev. A 36, 1403, (1987).
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