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\Como si se tratara de alguna ¯nalidad pr¶actica, los ge¶ometras hablan siempre
de cuadrar, prolongar, agregar, cuando en verdad la ciencia se cultiva con el
¶unico ¯n de conocer".

PLATON (Rep¶ublica, Libro VII, 527)

\Los cient¶³¯cos estudian la naturaleza no porque sea ¶util, sino porque encuentran
placer en ello, y encuentran placer porque es hermosa. Si no lo fuera, no merecer¶³a
la pena conocerla, y si la naturaleza no mereciera la pena, la vida tampoco. No
me re¯ero, claro est¶a, a la belleza que estimula los sentidos, la de las cualidades y
las apariencias; no es que menosprecie tal belleza, nada m¶as lejos de mi intenci¶on,
mas ¶esta nada tiene que ver con la ciencia; me re¯ero a esa hermosura m¶as
profunda que emana del orden armonioso de las partes, susceptible de ser captada
por una inteligencia pura".

HENRI POINCAR¶E

\De la geometr¶³a fractal de la naturaleza. La existencia de estas formas repre-
senta un desaf¶³o: el estudio de las formas que Euclides descarta por informes,
la investigaci¶on de la morfolog¶³a de lo amorfo. Los matem¶aticos, sin embargo,
han desde~nado este desaf¶³o y, cada vez m¶as, han optado por huir de lo natural,
ideando teor¶³as que nada tienen que ver con aquello que podemos ver o sentir".

BENOÎT MANDELBROT

\Claramente algo m¶as que pura matem¶atica es necesario para entender porqu¶e
la naturaleza nos confronta s¶olo con procesos en los cuales la entrop¶³a aumenta,
aunque los procesos inversos son igualmente consistentes con las ecuaciones de
movimiento microsc¶opicas. Justi¯car la mec¶anica estad¶³stica de los procesos
irreversibles es el problema fundamental".

N.G. van KAMPEN





Pr¶ologo
Este texto es el resultado de varios cursos sobre estad¶³stica de no equilibrio,
procesos estoc¶asticos, ecuaciones diferenciales estoc¶asticas, difusi¶on an¶omala y
desorden que he impartido durante los ¶ultimos doce a~nos en el Instituto Balseiro
del Centro At¶omico Bariloche (Argentina). La clase de p¶ublico a la que va
dirigido incluye estudiantes de F¶³sica, Qu¶³mica, Matem¶aticas, Ciencias en general
e Ingenier¶³a de nivel universitario. Se considera que los lectores cuentan con la
base de matem¶aticas y elementos de f¶³sica de cuarto a~no de una carrera superior.
No obstante, aquellos conceptos f¶³sicos y matem¶aticos poco conocidos se desa-
rrollan en apartados y ejercicios especiales a lo largo de todo el texto, as¶³ como
en ap¶endices. En especial, algunos de los conceptos de la mec¶anica cu¶antica,
menos familiares para los estudiantes reci¶en iniciados, se presentan brevemente
en los ap¶endices F, G y en ejercicios guiados en funci¶on de la necesidad de los
mismos.

Innovaciones

La motivaci¶on f¶³sico-matem¶atica es el aspecto principal del desarrollo de este
texto. Se presentan temas acad¶emicos de la teor¶³a de la probabilidad y proce-
sos estoc¶asticos, as¶³ como nuevos aspectos pedag¶ogicos en la presentaci¶on de la
teor¶³a estad¶³stica de no equilibrio, las ecuaciones diferenciales estoc¶asticas y el
desorden. Se tratan en detalle las dos posibles representaciones para los procesos
estoc¶asticos, y se presenta una teor¶³a funcional para resolver ecuaciones diferen-
ciales lineales con ruidos arbitrarios. En particular, en el cap¶³tulo 4 se comenta
el problema de la irreversibilidad y se discute, en ese contexto, la din¶amica de
Fokker-Planck; se presenta la teor¶³a de relajaci¶on de sistemas markovianos no
estacionarios peri¶odicos en el tiempo. En el cap¶³tulo 6 se introduce una pre-
sentaci¶on de la teor¶³a del transporte en redes ¯nitas e in¯nitas y, en general, en
el cap¶³tulo 7 se aborda el tema de la difusi¶on an¶omala. En el cap¶³tulo 8 se dan
las bases para establecer la relaci¶on que existe entre los aspectos microsc¶opicos
de la teor¶³a de respuesta lineal y el c¶alculo del coe¯ciente de difusi¶on en sistemas
amorfos.

Aplicaciones

Distintas aplicaciones y ejercicios se encuentran casi homog¶eneamente distribui-
dos a lo largo de todo el texto. En el cap¶³tulo 2, y como aplicaci¶on de la teor¶³a de
las variables aleatorias, se presenta la teor¶³a de °uctuaciones en torno al equilibrio
termodin¶amico, debida originalmente a Einstein y posteriormente desarrollada en
detalle y con todo rigor por Callen y Landau. En el cap¶³tulo 3 se dan varias apli-
caciones f¶³sicas de la teor¶³a de los procesos estoc¶asticos al estudio de la relajaci¶on
en el ¶area del estado s¶olido, y tambi¶en el estudio de las ecuaciones diferenciales
estoc¶asticas y su relaci¶on con la ecuaci¶on de Fokker-Planck mediante el c¶alculo
diferencial estoc¶astico de Stratonovich. En el cap¶³tulo 4 se presentan aspectos
generales sobre el concepto de irreversibilidad, debido a Onsager, y la teor¶³a de
las °uctuaciones temporales (primer teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on). Aqu¶³
tambi¶en se presentan varias aplicaciones del teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on
a sistemas simples, mec¶anicos, el¶ectricos y magn¶eticos. En el cap¶³tulo 5 se dan
aspectos generales de la teor¶³a de la respuesta lineal debida a Green y Callen, y
del (segundo) teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on utilizando un sistema magn¶etico

I   X



PROLOG  O

para introducir una presentaci¶on intuitiva del mismo. Tambi¶en se deducen otros
teoremas fundamentales de la teor¶³a de la respuesta lineal y se presentan algu-
nas aplicaciones en el estado s¶olido. En el cap¶³tulo 6 se presenta la teor¶³a del
transporte difusivo en medios ordenados. En particular se pone ¶enfasis en el
an¶alisis de caminatas aleatorias markovianas (Random Walk) de tiempo discreto
y continuo y, en general, ecuaciones maestras con aplicaciones al estudio de sis-
temas ¯nitos con condiciones de contorno especiales (absorbentes, re°ectantes
y peri¶odicas); por ¶ultimo se presenta brevemente el problema de la estad¶³stica
de los tiempos aleatorios de primer pasaje por una determinada frontera. En el
cap¶³tulo 7 se presentan dos t¶ecnicas alternativas y complementarias para atacar
el problema de la difusi¶on en medios desordenados (amorfos). La primera de
ellas est¶a basada en la aproximaci¶on de medio efectivo (AME); mientras que la
segunda, se basa en la teor¶³a de caminatas aleatorias no markovianas (CTRW).
Se hace hincapi¶e en el c¶alculo del coe¯ciente de difusi¶on en medios desordenados,
el an¶alisis de la variancia del desplazamiento como funci¶on del tiempo y sus leyes
de escala, universales o no, que dependen del tipo de desorden; por ¶ultimo se
presenta brevemente el problema de la superdifusi¶on y el an¶alisis de la difusi¶on
con estados internos. El cap¶³tulo 8 est¶a dedicado a ciertos aspectos cu¶anticos del
problema del transporte y la irreversibilidad. En particular, se discute en detalle
la formulaci¶on de Kubo para el an¶alisis de la respuesta lineal desde un punto
de vista microsc¶opico (tercer teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on) y el c¶alculo de
la conductibilidad el¶ectrica (f¶ormula de Green-Kubo). Tambi¶en se discute, am-
pliamente, la f¶ormula de Scher y Lax para el c¶alculo, en el l¶³mite cl¶asico, de la
conductibilidad el¶ectrica en materiales desordenados (no met¶alicos); se presen-
tan algunos ejemplos y aplicaciones en un gas de Lorentz; ¯nalmente se discute
la relaci¶on entre la difusi¶on an¶omala y ciertas caracter¶³sticas de la geometr¶³a
fractal.

Dise~no del curso

Este libro de texto puede servir como curso de introducci¶on al estudio de los
procesos estoc¶asticos y sus aplicaciones en f¶³sica, ingenier¶³a, qu¶³mica y biolog¶³a.
En este caso los cap¶³tulos 1 y 3 constituyen el n¶ucleo de un curso sobre variables
aleatorias, procesos estoc¶asticos y su relaci¶on con las ecuaciones diferenciales
estoc¶asticas. El cap¶³tulo 2 sirve como presentaci¶on de la teor¶³a de Einstein
acerca de las °uctuaciones en torno al equilibrio termodin¶amico, mientras que
los cap¶³tulos 4 y 5 ¯nalizan el curso de estad¶³stica de no equilibrio con el an¶alisis
de la irreversibilidad en el contexto de la ecuaci¶on de Fokker-Planck y la teor¶³a
de respuesta lineal.

Tambi¶en se puede dise~nar un curso de introducci¶on al estudio de la difusi¶on
an¶omala en medios desordenados, o amorfos, y su relaci¶on con el c¶alculo de
los coe¯cientes de transporte en el contexto de la teor¶³a de respuesta lineal,
cuyo estudio puede ser independiente de los cap¶³tulos 2, 3 y 4. En este curso
los cap¶³tulos 6 y 7 dan una presentaci¶on detallada del problema de la difusi¶on
an¶omala. El cap¶³tulo 8 est¶a dedicado a la presentaci¶on microsc¶opica de la f¶ormula
de Kubo para el c¶alculo de la conductibilidad el¶ectrica; en particular, en el
ap¶endice G.1 se presenta una demostraci¶on alternativa de la f¶ormula de Kubo (o
tercer teorema), la cual, desde el punto de vista pedag¶ogico, es m¶as sencilla que

X 
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la originalmente introducida por Kubo, puesto que en esta nueva presentaci¶on
no se hace uso del ¶algebra de superoperadores (operador de Liouville-Neumann),
sino, m¶as bien, de conceptos elementales de la teor¶³a de perturbaci¶on dependiente
del tiempo de la mec¶anica cu¶antica.

En general, a lo largo del texto existen distintas opciones a la hora de realizar los
ejercicios; en particular, los ejercicios rotulados como \optativos" deber¶³an omi-
tirse en una primera lectura. Por otro lado, las secciones y cap¶³tulos se~nalados
con un asterisco son temas m¶as avanzados que deber¶³an postergarse a una se-
gunda lectura del texto. Los ap¶endices A a H est¶an escritos con la ¯nalidad de
presentar por completitud ciertos aspectos f¶³sico-matem¶aticos de algunos temas
tratados en el texto. Por ¶ultimo, los apartados rotulados como \excursus" son
comentarios especializados para aquellos lectores que quieran conocer m¶as sobre
el tema.

La historia de la ciencia muestra que el inter¶es por el ruido (°uctuaciones) fue
variando en funci¶on de su entendimiento. Durante el siglo XIX el ruido fue
considerado una \molestia" tanto en la f¶³sica te¶orica como en la experimental.
A comienzos del siglo XX el estudio de las °uctuaciones en torno al equilibrio y
sus simetr¶³as daban origen a la teor¶³a de la respuesta lineal, la cual abarca con
majestuosa elegancia los pioneros trabajos de Onsager (°uctuaci¶on-disipaci¶on);
mientras que en las ¶ultimas d¶ecadas del mismo siglo el ruido pas¶o a ocupar un
lugar imprescindible para el entendimiento de las estructuras autoorganizadas
fuera del equilibrio (sinerg¶etica). Simult¶aneamente, en las ¶ultimas tres d¶ecadas,
el desorden (ruido espacial) ocup¶o tambi¶en un rol fundamental en la comprensi¶on
del problema del transporte an¶omalo.

En los ¶ultimos 25 a~nos la estad¶³stica de no equilibrio ha logrado enormes avances
en el complejo entendimiento de las °uctuaciones y los f¶enomenos mesosc¶opicos
inducidos por ruido. Hoy en d¶³a los conceptos de °uctuaciones fuera del equi-
librio, din¶amica estoc¶astica, transiciones de fase inducidas por ruido, resonancia
estoc¶astica, r¶egimen ca¶otico, transporte an¶omalo, desorden, geometr¶³a fractal,
etc., se utilizan cada vez m¶as en materias b¶asicas de las ciencias exactas. Por
este motivo es necesario introducir al estudiante en los elementos b¶asicos de estos
temas a ¯n de prepararlo para las grandes transformaciones que seguramente se
producir¶an cuando se cuente con una teor¶³a estad¶³stica uni¯cada de no equili-
brio. Este texto pretende dar las l¶³neas generales para preparar al lector en el
entendimiento de la estad¶³stica de no equilibrio y sus aplicaciones al transporte
an¶omalo (localizaci¶on, por ejemplo).
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Cap¶³tulo 1

Elementos de probabilidad

1.1 Introducci¶on a las variables aleatorias

El rol principal de la estad¶³stica moderna es develar los misterios de la naturaleza macrosc¶o-
pica, ya sea al explicar o dar expectativas en situaciones de la vida real. Ninguna disciplina
matem¶atica ha tenido un espectro tan amplio de aplicaci¶on, desde la Biolog¶³a a la Econom¶³a,
pasando por la F¶³sica y la Qu¶³mica, como lo ha tenido la teor¶³a de la probabilidad. En
un universo din¶amico como ¶este, a nadie se le escapan las diferencias que presentan los
aspectos din¶amicos (no equilibrio) de los estacionarios (equilibrio). Sin embargo, muchos
de los tratados estad¶³sticos est¶an basados en el an¶alisis de estructuras de equilibrio [1]. La
teor¶³a de los procesos estoc¶asticos ocupa un rol fundamental en la descripci¶on din¶amica de
los tratados estad¶³sticos modernos. All¶³ el concepto de din¶amica y el de probabilidad son
los elementos fundamentales para la construcci¶on de una teor¶³a estad¶³stica de no equilibrio
[2, 3, 4].

La teor¶³a de la probabilidad puede ser presentada en un contexto axiom¶atico o frecuencial;
y en las pr¶oximas secciones describiremos brevemente ambas presentaciones. Por otro lado,
en el cap¶³tulo 3 veremos que la teor¶³a de los procesos estoc¶asticos describe los cambios
temporales de la estad¶³stica.

1.2 Esquema axiom¶atico¤

Un evento1 (algo no predecible con certeza) es simplemente un miembro de un cierto espacio
de muestra. Por ejemplo, consideremos la posici¶on del centro de masa, el momento angular,
y la polarizaci¶on como elementos del espacio de muestra S de todas las mol¶eculas de H2O
en un vaso de agua. As¶³, un evento A podr¶³a ser el encontrar 250 mol¶eculas con igual
polarizaci¶on en un determinado volumen ¢V \alrededor" de un punto r del espacio. Una
situaci¶on m¶as sencilla, al determinar el valor esperado2 de un evento arbitrario A, se da
cuando en el espacio de muestra S hay una enumeraci¶on exhaustiva de los posibles eventos
elementales. Por ejemplo, un dado \honesto" de seis lados puede mostrar cualquiera de sus
caras, numeradas del 1 al 6, cuando lo lanzamos en un juego. En este caso el espacio de

1Evento o suceso suelen ser nombrados indistintamente en el idioma espa~nol.
2En muchas ocasiones suele sencillamente llamarse expectaci¶on de A.

1
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muestra es el conjunto S = f1; 2; 3; 4; 5; 6g, y un evento particular A podr¶³a ser, por ejemplo,
el obtener un n¶umero par en una \tirada" del dado. Obviamente, como hay 3 posibilidades,
la probabilidad de este evento ser¶a P (A) = 1=2. La teor¶³a axiom¶atica de la probabilidad
est¶a formulada de manera que sea lo m¶as general posible para que abarque situaciones como
las reci¶en comentadas, y a¶un m¶as complejas [5].

En el esquema axiom¶atico los n¶umeros P (A); P (B); P (C); ¢ ¢ ¢ dan las probabilidades de
todos los posibles eventos A;B;C ¢ ¢ ¢ en un experimento dado. Si denotamos por S el espacio
de muestra, entonces todos los eventos cumplen que A 2 S; B 2 S; C 2 S ¢ ¢ ¢. Luego, en
una presentaci¶on axiom¶atica, la probabilidad es el n¶umero (¶unico) que se asigna a todo
evento que pertenece al espacio de muestra. Adem¶as, el n¶umero P (A) asignado a un evento
arbitrario A cumple con los axiomas

P (A) ¸ 0 (1.1)

P (S) = 1:

Por otro lado, de la teor¶³a de conjuntos se sabe que

² si w 2 A [B =) w es un elemento de A o de B

² si w 2 A \B =) w es un elemento que est¶a en A y en B

² ~A indica el complemento de A, es decir: A[ ~A = S, A\ ~A = ;, ~; = S (; es el conjunto
vac¶³o)

² Ai \Aj = ; =) son conjuntos disjuntos.

Entonces, en la teor¶³a axiom¶atica de la probabilidad se deduce que

² P (A [B) = Probabilidad de que ocurra el evento A o el B; o ambos a la vez

² P (A \B) = Probabilidad de que ambos eventos ocurran (Probabilidad Conjunta)

² si A1; A2; A3; ¢ ¢ ¢ son eventos mutuamente excluyentes3 (disjuntos) =) P (
S1
n=1An) =P1

n=1 P (An):

Entonces, para aplicar la teor¶³a axiom¶atica hay que de¯nir el espacio de muestra S y
asignar la probabilidad P sobre ese espacio, es decir los axiomas (1.1).

Ejemplo. En el ensemble4 cu¶antico microcan¶onico el espacio de muestra est¶a constituido
por los distintos niveles de energ¶³a, y las probabilidades asignadas a cada elemento son
iguales para cada uno de ellos (postulado de igual probabilidad a priori, ver ap¶endice A).

Ejercicio guiado. Probemos que para todo evento A 2 S se cumple que 0 · P (A) · 1.
Puesto que A y ~A son mutuamente excluyentes y dado que ~A [ A = S, de (1.1) se deduce
que P ( ~A [A) = P ( ~A) + P (A) = P (S) = 1, entonces 0 · P (A) = 1¡ P ( ~A) · 1:

Ejercicio. Si A1; A2; A3; ¢ ¢ ¢ ; AN son eventos mutuamente excluyentes y adem¶as A1 [
A2[A3[¢ ¢ ¢[AN = S, es decir, la uni¶on de ellos representa el conjunto de todos los eventos
posibles, muestre que

PN
n=1 P (An) = 1.

3Aqu¶³ estamos suponiendo una colecci¶on numerable de subconjuntos An (eventos). ¶Este es un punto
delicado de la teor¶³a axiom¶atica que no ser¶a tratado en el presente texto; ver por ejemplo [5, 6].

4En varios idiomas se usa el t¶ermino ensemble y signi¯ca una cierta \colectividad".
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Ejercicio guiado. Muestre que un evento que no puede ocurrir tiene probabilidad nula.
Dado que el complemento de S es justamente el conjunto vac¶³o ; o no evento (el cual no
puede ocurrir), se deduce que ;[S = S, adem¶as dado que ;;S son mutuamente excluyentes
se tiene P (; [ S) = P (;) + P (S) = P (S), de donde se deduce que P (;) = 0.

Ejercicio guiado. Muestre que si dos eventos A;B son mutuamente excluyentes entonces
su probabilidad conjunta es nula. Usando que P (A \ B) =) Probabilidad Conjunta ´
P (A;B), y del hecho de que A \B = ; y P (;) = 0, se deduce que P (A;B) = 0:

Ejercicio optativo. Si B1; B2; B3; ¢ ¢ ¢; BN son todos los eventos posibles mutuamente
excluyentes, es decir:

SN
n=1Bn = S, muestre que

PN
n=1 P (A;Bn) = P (A). Primero comen-

zamos notando que A \
³SN

n=1Bn

´
= A \ S = A. Entonces, como fB1; ¢ ¢ ¢; BNg son todos

los eventos mutuamente excluyentes, se tiene que A \Bj = ; para todo j, y se deduce que

P

Ã
A \

Ã
N[
n=1

Bn

!!
= P

Ã
N[
n=1

A \Bn

!
=

NX
n=1

P (A \Bn),

donde hemos usado que fA\B1; A\B2; ¢ ¢ ¢; A\BNg tambi¶en es un conjunto mutuamente
excluyente. Por otro lado,

P

Ã
A \

Ã
N[
n=1

Bn

!!
= P (A \ S);

de donde se deduce lo que se quer¶³a demostrar.
Ejemplo. Sea un dado \honesto" de 6 caras (equiprobables P (Ai) = 1=6; i = 1; ¢ ¢ ¢ 6,

donde Ai representa cada uno de los eventos elementales), luego S = f1; 2; 3; 4; 5; 6g. Con-
sidere ahora los siguientes subconjuntos (o eventos A;B; ¢ ¢ ¢): ;, S, f1; 3; 5g, f2; 4; 6g. En-
tonces un n¶umero positivo P (A); P (B); ¢ ¢ ¢ puede ser asignado a cada uno de los eventos
antes mencionados.

1.2.1 Probabilidad condicionada

La probabilidad de que ocurra el evento A condicionado a que el evento B sea cierto, se
denota com¶unmente en la forma P (A j B) y est¶a dada por el cociente de dos probabilidades:

P (A j B) = P (A;B)

P (B)
; (1.2)

donde P (A;B) es la probabilidad conjunta. Obviamente esta magnitud tiene sentido s¶olo si
el evento B 6= ;. Es decir: la condici¶on B tiene que ser un evento posible.

Ejercicio optativo. Muestre que P (A j B) es una probabilidad y cumple con todas las
condiciones establecidas anteriormente.

Ejercicio optativo. Si A1; A2; A3; ¢ ¢ ¢; AN son todos los posibles eventos mutuamente
excluyentes, muestre que

PN
n=1 P (An j B) = 1.

Ejercicio guiado. Considere una caja C1 con 3 bolitas azules y 1 blanca, y otra se-
gunda caja C2 con 2 bolitas azules y 1 blanca. Se elige al azar una de las cajas y luego
se extrae de ella 1 bolita. Calculemos cu¶al es la probabilidad de que salga una bolita azul.
Obviamente, el resultado del experimento puede ser cualquiera de las 4 + 3 bolitas, es de-
cir S = fa1; a2; a3; a4; a5; b1; b2g. Podemos representar el problema de la siguiente forma
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esquem¶atica
caja C1 caja C2

evento A a1; a2; a3 a4; a5

evento B b1 b2

Entonces podemos de¯nir los siguientes subconjuntos

C1 = fbolitas de la caja 1g = fa1; a2; a3; b1g
C2 = fbolitas de la caja 2g = fa4; a5; b2g
A = fbolitas azulesg = fa1; a2; a3; a4; a5g
B = fbolitas blancasg = fb1; b2g:

Adem¶as damos por supuesto que elegir una u otra caja es absolutamente equivalente, es
decir: P (C1) = P (C2) = 1=2. Supongamos que se elige la caja 1, como todas las bolitas
tienen igual probabilidad de salir, entonces la probabilidad condicionada de sacar una bolita
azul de la caja 1 es P (A j C1) = 3=4. Por otro lado, si se elige la caja 2, la probabilidad
condicionada de sacar una bolita azul de la caja 2 es P (A j C2) = 2=3. Entonces, usando
(1.2) para escribir la probabilidad conjunta P (A;Ci) y sumando sobre los eventos Ci se
deduce que la probabilidad de sacar una bolita azul es:

P (A) = P (A j C1)P (C1) + P (A j C2)P (C2) =
3

4
¢ 1
2
+
2

3
¢ 1
2
=
17

24
:

1.2.2 Teorema de Bayes

Dado que P (A \B) =) P (A;B), y usando (1.2) se deduce que5

P (A;B) = P (A j B)P (B)
P (A;B) = P (B j A)P (A);

donde P (A j B) es la probabilidad \inversa" de P (B j A). Luego esta probabilidad inversa
viene dada en t¶erminos de P (B j A) por

P (A j B) = P (B j A)P (A)
P (B)

:

1.2.3 Independencia estad¶³stica

En el contexto de la teor¶³a de la probabilidad, se de¯nen eventos independientes si la probabi-
lidad condicionada sobre alg¶un evento (o eventos) no tiene ninguna in°uencia en el c¶alculo
de dicha probabilidad. Es decir: P (A j B1; ¢ ¢ ¢; Bn) = P (A), de lo cual se deduce que la
probabilidad conjunta P (A \B1 \ ¢ ¢ ¢ \Bn) puede expresarse

P (A;B1; ¢ ¢ ¢;Bn) = P (A)P (B1) ¢ ¢ ¢ P (Bn)

Ejercicios optativos. Sean A;B subconjuntos de un espacio de muestra S: Si P (A) y
P (B) designan las probabilidades que ocurran los eventos A y B respectivamente, interprete
geom¶etricamente (con diagramas de Venn) los siguientes resultados:

5Note que la probabilidad conjunta satisface: P (A;B) = P (B;A). Cuando introduzcamos el concepto de
proceso estoc¶astico utilizaremos esta misma propiedad, aunque en ese caso estaremos involucrando eventos
en distintos instantes de tiempo (ver cap¶³tulo 3).
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² P (A[B) = P (A)+P (B)¡P (A\B). Pero si los eventos son excluyentes: A\B = ;,
se observa que

² P (A [B) = P (A) + P (B):

De¯nimos eventos independientes si y s¶olo si P (A \B) = P (A)P (B):

² Muestre que eventos excluyentes y eventos independientes no son sin¶onimos.

² Calcule la probabilidad condicionada P (A j B) para el caso en que A;B sean even-
tos independientes.

1.2.4 Variable aleatoria

Cuando los posibles eventos A1; A2; ¢ ¢ ¢ de un espacio de muestra S son los n¶umeros reales,
dichos eventos son evidentemente mutuamente excluyentes. Entonces es factible interpretar
esos n¶umeros6 como los posibles valores de una variable aleatoria (va). Es decir, una va X
es una funci¶on desde el espacio de muestra S en un espacio de estados (los reales en este
caso), o sea X : S ! Re.

Una de las ventajas de introducir el concepto de va radica en la simpli¯caci¶on del manejo
de diferentes funciones de va, por ejemplo: eiX ;Xn; etc. Cuando se estudian ecuaciones
algebraicas con coe¯cientes constantes y esos coe¯cientes son va, las ra¶³ces, en este caso,
tendr¶an asociados diferentes valores de expectaci¶on o distribuciones de probabilidad. El
estudio de ecuaciones diferenciales en presencia de va y la modelizaci¶on del transporte en
sistemas amorfos son algunos de los importantes campos de aplicaci¶on del concepto elemental
de va. Usando este concepto es posible conocer7 el valor medio (vm) de la soluci¶on formal,
dada ¶esta como funci¶on de las va involucradas en el problema.

Si los valores posibles de la va X consisten en un conjunto numerable de n¶umeros
x1; x2; ¢ ¢ ¢ ; decimos que la va X es discreta. Mientras que si los valores posibles de la
va X consisten en los n¶umeros dentro del intervalo [a; b], decimos que la va X es continua.
En general, llamaremos al espacio de muestra de una va X su dominio, soporte, etc. y lo
denotaremos por DX . Entonces, en el contexto de la teor¶³a axiom¶atica de la probabilidad
cada evento de la va X, es decir, los n¶umeros x1; x2; x3; ¢¢¢; tendr¶a asociado una probabilidad
P (x1); P (x2); P (x3); ¢ ¢ ¢; y por el an¶alisis antes mencionado se cumple queX

n

P (xn) = 1: (1.3)

En el caso especial en que s¶olo un evento es cierto, por ejemplo el xp, y ninguno del resto
puede ocurrir tendremos que

P (xn) = ±n;p;

donde ±n;p es la delta de Kronecker y simboliza que ±n;p = 1 si n = p, y es cero en cualquier
otro caso.

En caso de que la va X sea continua y, por ejemplo, de¯nida en un intervalo (cerrado
o abierto) DX , aparecen nuevas di¯cultades en la teor¶³a, pues la f¶ormula (1.3) no puede

6Los s¶³mbolos Re y C representar¶an los n¶umeros reales y complejos, respectivamente.
7Es decir formular su c¶alculo.
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aplicarse.8 Es necesario entonces introducir una probabilidad P (xj) dxj ; la cual tiende a
cero cuando el elemento diferencial dxj tiende a cero. En este caso el evento que contiene s¶olo
un n¶umero aislado, por ejemplo x0; tiene probabilidad cero. Cuando la va X sea continua
la normalizaci¶on, en lugar de ser (1.3), adopta la forma generalizadaZ

DX

P (x) dx = 1: (1.4)

Entonces, la probabilidad de que la va X, con dominio DX = [a; b], tome un valor menor
que el n¶umero Â (donde a · Â · b) viene dada por

Prob.[X · Â] =
Z Â

a

P (x) dx:

Ejercicio. Muestre que la Prob.[X · Â] es una funci¶on creciente de Â; acotada a 1; y
que la derivada de Prob.[X · Â] con respecto a Â es la densidad de probabilidad P (Â):
En algunas ocasiones (cuando se necesite) denotaremos esta densidad de probabilidad en la
forma PX(Â); pero en la mayor¶³a de los casos usaremos la notaci¶on abreviada.

Si la funci¶on Prob.[X · Â] es discontinua en alg¶un lugar, la densidad de probabilidad
P (Â) puede no existir.9 Si la va X es continua y s¶olo tiene el evento cierto xp; es necesario
introducir una nueva notaci¶on. Para esta clase de distribuci¶on de probabilidad denotaremos

PX(Â) = ±(Â¡ xp);

donde ±(x¡ xp) es la delta de Dirac; esta densidad ser¶a brevemente de¯nida en la pr¶oxima
secci¶on. Su signi¯cado tiene sentido s¶olo bajo el signo de integral, es decir:

f(xp) =

Z
±(x¡ xp)f(x) dx;

y cumple con la propiedad de normalizaci¶on (1.4).

Ejercicio optativo. Muestre que si X es una va discreta, su distribuci¶on de probabilidad
puede ser formalmente descrita como una va continua usando la delta de Dirac, pues:

P (x) =
X
n

P (xn)±(x¡ xn): (1.5)

1.3 Esquema frecuencial

La probabilidad es una medida para cuanti¯car nuestra expectaci¶on [7], despu¶es de hacer n
experimentos idealmente id¶enticos, al intentar detectar un evento A. Entonces, P (A) ser¶a
su probabilidad si nP (A) es un valor del n¶umero de veces que ocurre el evento A:

8El hecho de que el espacio de muestra no sea numerable, como ocurre con los n¶umeros reales en un
intervalo cerrado, introduce di¯cultades que s¶olo pueden ser salvadas si se incorpora el concepto de densidad
de probabilidad. Los matem¶aticos resuelven esta di¯cultad de¯niendo el evento A(xj ; dxj) que signi¯ca el
conjunto [xj · x · xj + dxj ]:

9Sin embargo, la singularidad introducida por alguna clase de discontinuidad no puede ser m¶as abrupta
que la delta de Dirac (ver pr¶oxima secci¶on).
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1.3.1 Densidad de probabilidad

La base de toda teor¶³a estad¶³stica est¶a centrada en el concepto de probabilidad. De acuerdo
con el esquema frecuencial, si A es un evento que ocurrem veces en un experimento realizado
n veces, en el l¶³mite n!1 tendremos

m=n! P (A);

donde P (A) es la probabilidad de ocurrencia del evento A. El detalle de cu¶an grande ha de
ser el n¶umero n es un problema que no puede ser contestado con rigor matem¶atico.

Cuando decimos que una variable aleatoria (va) est¶a dada, estamos signi¯cando que
conocemos las propiedades estad¶³sticas que la caracterizan.10 Una de las caracterizaciones
m¶as simple de una vaX es su valor medio (vm). Si x1; x2; x3; : : : son los valores \obtenidos",
\ocurridos", \sucedidos" en un experimento dado, el vm de la va ser¶a:

hXi = lim
n!1

x1 + x2 + ¢ ¢ ¢+ xn
n

; (1.6)

aqu¶³ los n¶umeros x1; x2; x3; : : : representan los posibles eventos del dominio DX de la va X:
O sea, hXi es el l¶³mite de la media aritm¶etica de los valores obtenidos cuando este l¶³mite
aumenta inde¯nidamente (<en lo que sigue supondremos que este l¶³mite existe!). Otras
caracter¶³sticas de una va pueden ser de¯nidas, tambi¶en, a partir de vm de funciones m¶as
complicadas, por ejemplo: f(X) = X2, g(X) = exp(ikX), etc. En particular, consideremos
en qu¶e condiciones se cumple la desigualdad X < Â; o sea, queremos conocer la

Prob.[X < Â]:

Esta probabilidad puede ser calculada considerando el vm de la siguiente funci¶on de la va
X

² = £(Â¡X); donde £(z)

½
= 1 si z > 0
= 0 si z · 0; (1.7)

entonces, si ²1; ²2; ²3; : : : son los valores obtenidos en el experimento, el vm de £(Â ¡ X)
ser¶a:

Prob.[X < Â] = h£(Â¡X)i = lim
n!1 [²1 + ²2 + ¢ ¢ ¢+ ²n] =n: (1.8)

Teniendo en cuenta la de¯nici¶on de la funci¶on escal¶on £(z), vemos que la Prob.[X < Â] es
justamente el cociente m=n, donde m es el n¶umero de desigualdades v¶alidas xi < Â; (1 ·
i · n) y n es el n¶umero de muestras o \tiradas". Es decir,

Prob.[X < Â] = lim
n!1

m

n
: (1.9)

Si analizamos h£(Â¡X)i como funci¶on del par¶ametro Â, podremos de¯nir la funci¶on de
distribuci¶on acumulativa FX(Â) de la va X en la forma

10La teor¶³a de la probabilidad axiom¶atica da un tratamiento m¶as abstracto que el esquema frecuencial.
En el esquema axiom¶atico el eje real x es reemplazado por el espacio de eventos S ´ DX , el intervalo
diferencial x + dx por un subconjunto A ½ S perteneciente a una familia de subconjuntos cerrados bajo
uni¶on e intersecci¶on (una ¾¡¶algebra) [6, 5]. La funci¶on de distribuci¶on asigna un n¶umero no negativo P (A)
a cada subconjunto del ¶algebra de tal manera que P (S) = 1, donde P recibe el nombre de densidad de
probabilidad. Adem¶as, cualquier otro conjunto f(A) ser¶a tambi¶en una va.
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FX(Â) = h£(Â¡X)i : (1.10)

Entonces su derivada es la llamada densidad de probabilidad

PX(Â) =
dFX(Â)

dÂ
; FX(Â) =

Z Â

PX(Â
0) dÂ0: (1.11)

Si aplicamos (1.10) en (1.11) y derivamos bajo el signo de vm, obtendremos una de¯nici¶on
alternativa para la densidad de probabilidad

PX(Â) = h±(X ¡ Â)i ; pues ±(z) =
d£(z)

dz
; (1.12)

donde ±(z) es la delta de Dirac. En lo que sigue estaremos m¶as interesados en la densi-
dad (o distribuci¶on) de probabilidad PX(Â) que en el c¶alculo de la funci¶on de distribuci¶on
acumulativa FX(Â):

Notas sobre la delta de Dirac

Aquellos lectores que no est¶en familiarizados con esta distribuci¶on pueden pensar en ella
como el objeto matem¶atico (singular) que aparece en la transformada de Fourier de una
funci¶on continua por trozos y absolutamente integrable en [¡1;1] (o sea, funciones lisas
f(x)). El teorema de Fourier establece que

f(x) =
1

2¼

Z 1

¡1
du

Z 1

¡1
dz f(z) exp (iu (z ¡ x)) :

Intercambiando el orden de integraci¶on podemos de¯nir el objeto ±(z ¡ x) (el cual diverge
para z = x). Este objeto s¶olo puede ser considerado bajo el signo de integraci¶on, adem¶as
al multplicar a ¶este por una funci¶on arbitraria f(z); su integral da la misma funci¶on f(z)
evaluada en x, es decir,

f(x) =

Z 1

¡1
dz f (z) ±(z ¡ x);

de donde se deduce la de¯nici¶on de la delta de Dirac (±¡Dirac)

±(z ¡ x) = 1

2¼

Z 1

¡1
du exp (iu (z ¡ x)) : (1.13)

1.3.2 Propiedades de la densidad de probabilidad PX(Â)

1. Se de¯ne positiva [se deduce inmediatamente de la de¯nici¶on (1.12)].

2. Est¶a normalizada [se demuestra trivialmente pues h1i = 1].

3. PX(Â) caracteriza completamente a la va X. La densidad PX(Â) permite calcular
cualquier momento:

hXmi ´
Z
ÂmPX(Â) dÂ para m = 1; 2; 3 ¢ ¢ ¢ :

En particular, al segundo momento centrado
D
(X ¡ hXi)2

E
se le llama dispersi¶on o

variancia y da una idea del ancho de la distribuci¶on PX(Â).
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4. PX(Â) permite calcular el vm de cualquier funci¶on de la va X. Dado que f(x) =R
f(z)±(x¡ z) dz , se ve inmediatamente que

hf(X)i =

¿Z
f(z)±(X ¡ z) dz

À
(1.14)

=

Z
f(z) h±(X ¡ z)i dz =

Z
f(z)PX(z) dz:

En el caso de que la va X sea discreta, su probabilidad puede ser incorporada dentro del
mismo formalismo de una densidad de probabilidad mediante la utilizaci¶on de la delta de
Dirac (ver ecuaci¶on 1.5), raz¶on por la cual de ahora en adelante s¶olo trabajaremos suponiendo
que la va X es continua, salvo indicaci¶on de lo contrario. Por otro lado, en ocasiones
omitiremos la notaci¶on redundante y simplemente escribiremos P (x) para indicar la densidad
de probabilidad PX(Â) de la va X:

1.4 Funci¶on caracter¶³stica

Alternativamente podemos caracterizar una va X mediante el desarrollo de Fourier de la
densidad de probabilidad, es decir: a partir del vm de la funci¶on exp(ikX). El conocimiento
de este vm permite, muchas veces, facilitar enormemente el an¶alisis estad¶³stico. De¯nimos

GX(k) ´ hexp (ikX)i =
Z
DX

exp (ikx)PX(x) dx; (1.15)

entonces

PX(x) =
1

2¼

Z +1

¡1
exp (¡ikx)GX(k) dk; (1.16)

donde DX es el espacio de muestra (dominio) de la va X, y GX(k) es la funci¶on carac-
ter¶³stica. Su conocimiento permite el c¶alculo de todos los momentos de la va X. Si estos
momentos hXmi existen, GX(k) es desarrollable en serie de Taylor alrededor de k = 0, es
decir:

hexp(ikX)i =
1X
m=0

(ik)m

m!
Mm (1.17)

Mm ´ hXmi = 1

im
dm

dkm
GX(k) jk=0 :

Nota. La funci¶on GX(k) est¶a bien de¯nida para todo k 2 Re, es continua y satisface
GX(0) = 1; jGX(k)j · 1 (su prueba se deja como ejercicio para el lector). En ocasiones
omitiremos notaciones redundantes y simplemente escribiremos G(k) para indicar la funci¶on
caracter¶³stica de la va X:

Ejercicio guiado. Si el espacio de muestra de la va S son los enteros11 DS = Z, y
observando que (compare con la de¯nici¶on de la delta de Kronecker)

1

2¼

Z 2¼

0

e¡ik(s¡s
0

) dk =

½
1 si s = s

0

0 si s 6= s0 ;
11De ahora en adelante reservaremos el s¶³mbolo Z para denotar los enteros y N los naturales f1; 2; 3; ¢ ¢ ¢g,

cuando no se preste confusi¶on alguna.
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muestre que la antitransformada de Fourier viene dada por

P (s) =
1

2¼

Z ¼

¡¼
e¡iksG(k) dk =

1

2¼

Z 2¼

0

e¡iksG(k) dk:

Excursus. Un resultado interesante que realza la importancia de la funci¶on caracter¶³stica
lo establece el siguiente teorema:12 si una funci¶on arbitraria G(k) cumple con las condiciones
(1-3), entonces existe un espacio de muestra D*, una distribuci¶on de probabilidad P*(!)
sobre D* y una variable aleatoria * tal que G(k) = hexp (ik*)i es su funci¶on caracter¶³stica
[8], donde:

1. G(0) = 1:

2. G(k) es continua para todo k 2 Re:

3. Si para todo conjunto de N n¶umeros complejos ¸1; ¸2; ¢ ¢ ¢ ; ¸N ; y n¶umeros reales
k1; k2; ¢ ¢ ¢ ; kN se cumple:

P
ij ¸

¤
i¸jG(ki ¡ kj) ¸ 0.

Como corolario del teorema de Bochner se deduce que si G(k) cumple con los puntos
(1-3) y es anal¶³tica en el entorno de k = 0, entonces el desarrollo de potencia en serie de
Taylor de G(k) converge y sus coe¯cientes est¶an relacionados con los momentos de la va *.

Ejercicio. Sea la probabilidad de Poisson:

PN (n) =
¸n

n!
exp(¡¸); n 2 [0; 1; 2 ¢ ¢¢]; ¸ 2 (0;1);

donde PN (n) da la probabilidad de que la va N tome alg¶un valor natural n (o cero). Muestre
que su funci¶on caracter¶³stica est¶a dada por

GN (k) = exp [¡¸(1¡ exp(ik))] :

Calcule todos los momentos de la va N:
Ejercicio. Sea la probabilidad binomial:

PB(n) =
M !

n! (M ¡ n)! p
n (1¡ p)M¡n ; n 2 [1; ¢ ¢ ¢ ;M ];M 2 N ; p 2 [0; 1]:

Aqu¶³ el \experimento" tiene dos posibles eventos, A y B; con probabilidades intr¶³nsecas
P (A) = p y P (B) = 1¡ p respectivamente; entonces, si realizamos M experiencias indepen-
dientes y nos preguntamos por la posibilidad de obtener n eventos A [en cualquier orden de
salida], PB(n) da esa expectaci¶on. Obtenga su correspondiente funci¶on caracter¶³stica:

GB(k) = (p exp(ik) + (1¡ p) )M :

Ejercicio. Sea la distribuci¶on de probabilidad de Gauss:

PX(x) =
1p
2¼¾2

exp

µ
¡(x¡ ¹)2
2¾2

¶
; x 2 [¡1;+1]; f¹; ¾g 2 Re;

12S. Bochner; ver tambi¶en F. Riesz and B. St.-Nagy, Functional Analysis , New York, Frederick Ungar
Publishing (1955).
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donde PX(x) dx da la probabilidad de que la va X est¶e en el intervalo diferencial [x; x+dx].
Note que el dominio de la va X es el continuo de valores de la recta real. Obtenga su
correspondiente funci¶on caracter¶³stica:

GX(k) = exp

µ
ik¹¡ ¾

2

2
k2

¶
:

Calcule todos los momentos de la va X.
Note que, en general, si la probabilidad (o distribuci¶on de la probabilidad) es sim¶etrica,

entonces G(k) 2 Re:
Ejercicio. Usando la funci¶on caracter¶³stica de la probabilidad binomial obtenga, invo-

cando un l¶³mite adecuado, la probabilidad de Poisson donde ¸ =Mp.
Ejercicio. Muestre que la funci¶on caracter¶³stica de la distribuci¶on de probabilidad

gamma13

PX(x) =
cb

¡(b)
xb¡1 e¡cx; x 2 [0;1]; fb; cg > 0;

es

GX(k) =
cb

(c¡ ik)b
:

Note que en este caso la va X tiene soporte estrictamente no negativo; por otro lado, el
caso b = 1 corresponde a la distribuci¶on exponencial. A partir de GX(k) demuestre que el
momento de orden n de la va X es

hXni = b (b+ 1) ¢ ¢ ¢ (b+ n¡ 1)
cn

:

Muestre que la dispersi¶on viene dada por ¾2X ´
D
(X ¡ hXi)2

E
= b=c2.

Ejercicio. Calcule la normalizaci¶on de una distribuci¶on gaussiana con soporte no negativo
y valor m¶as probable en xp.

1.4.1 La m¶as sencilla de las caminatas al azar (Random Walk)¤

Considere la suma de varias va Xi estad¶³sticamente independientes
14 e igualmente dis-

tribuidas
Yr = X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+Xr;

donde cada una de las variables Xi puede tomar el valor §1 con probabilidad p; q; respecti-
vamente (p+ q = 1). La funci¶on caracter¶³stica de la va Yr vendr¶a dada por

GYr(k) =
*
eikYr

®
P (Yr)

=
*
eikX1

®
P (X1)

¢ ¢ ¢
*
eikXr

®
P (Xr)

=
*
eikXi

®r
P (Xi)

=
¡
p eik + q e¡ik

¢r
:

De¯niendo Z ´ eik y usando el desarrollo del binomio de Newton:

(A+B)r =
rX

n=0

r!

n!(r ¡ n)!A
nBr¡n;

13Aqu¶³ ¡(b) es la funci¶on gamma con argumento b, ver por ejemplo [5].
14En la secci¶on (1.2.3) se presenta el concepto de independencia estad¶³stica. El t¶ermino Random Walk

proviene del ingl¶es y es equivalente a \caminata aleatoria".
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Figura 1.1: El valor aleatorio y corresponde a la distancia desde la posici¶on de partida. El
n¶umero de variables r corresponde al n¶umero de pasos efectuados por el \caminante". La
¯gura muestra la representaci¶on de cuatro posibles caminatas aleatorias.

se deduce que podemos escribir

GYr(k) =
rX

n=0

r!

n!(r ¡ n)!p
nqr¡nZ2n¡r:

De¯niendo una nueva variable \muda" y = 2n¡r, podemos volver a escribir la sumatoria
anterior en la forma:

GYr(k) =

y=rX
y=¡r

r!µ
r + y

2

¶
!

µ
r ¡ y
2

¶
!

p(r+y)=2q(r¡y)=2Zy: (1.18)

De la igualdad Yr =
Pr
i=1Xi se deduce que los valores permitidos de la va Yr pueden ser:

y = 0;§1;§2; ¢ ¢ ¢ § r. Entonces, de (1.18) es inmediato observar que

GYr(k) =

y=rX
y=¡r

Pr(y)eiky ´
*
eiky

®
Pr(y) ;

donde

Pr(y) =
r!µ

r + y

2

¶
!

µ
r ¡ y
2

¶
!

p(r+y)=2q(r¡y)=2: (1.19)
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A partir de lo cual se deduce que Pr(y) es la probabilidad de que la va Yr tome el valor y si el
n¶umero de variables aleatorias sumadas es r. Dicho de otra forma: Pr(y) es la probabilidad
de que un \caminante borracho" est¶e en el sitio y 2 [¡r; r] si ese \caminante" hace r pasos
al azar (hacia atr¶as y hacia adelante) en l¶³nea recta; ver ¯gura (1.1).

Ejercicio optativo. Obtenga de (1.19) [con p = q = 1=2 y par¶ametro de red a], en
el l¶³mite de \tiempos" largos y \espaciamiento" de la red peque~no a ¿ 1, que Pr(y) !
1=
p
4¼dt exp

¡
¡x2=4dt

¢
, donde x = ya; t = r¿ . Entonces, en el l¶³mite en que a ! 0; ¿ ! 0

se tiene que
*
x(t)2

®
= 2dt, donde d = a2=2¿ es el coe¯ciente de difusi¶on.

Ejercicio. (Funci¶on caracter¶³stica de una probabilidad geom¶etrica.) Si se desea
estudiar la distribuci¶on de saltos js¡ s0j de una caminata aleatoria cuando los pasos \ele-
mentales" est¶an permitidos a todo alcance, pero con pesos estad¶³sticos cada vez menores a
medida que el salto es m¶as largo, es ¶util considerar la siguiente probabilidad de¯nida sobre
los enteros:

P (s¡ s0) = N (1¡ °)
³
°js¡s

0j ¡ ±s;s0
´
; ° 2 (0; 1); js¡ s0j = 0; 1; 2; 3; ¢ ¢ ¢:

Note que esta probabilidad est¶a construida de tal manera que no permite \pasos" de longitud
nula. Muestre que la constante de normalizaci¶on esN = 1=2° y que la funci¶on caracter¶³stica
es

G(k) =
1¡ °
°

µ
1¡ ° cos k

1¡ 2° cos k + °2 ¡ 1
¶
: (1.20)

En el cap¶³tulo 6 presentaremos un an¶alisis exhaustivo de las distintas clases de \caminatas
aleatorias" (Random Walk) que pueden aparecer, dependiendo de los diferentes modelos de
saltos js¡ s0j.

1.4.2 Ejemplos de G(k) no desarrollables en serie de Taylor¤

Mostramos aqu¶³ algunos ejemplos en los que la funci¶on caracter¶³stica no puede ser desarro-
llada en serie de Taylor alrededor de k = 0.

² Sea X una va (continua) caracterizada por la distribuci¶on de Lorentz, cuyos
momentos no est¶an de¯nidos. A partir de la densidad de probabilidad

P (x) =
°=¼

[(x¡ a)2 + °2] ; x 2 [¡1;+1]; a 2 Re; ° > 0;

se obtiene que la funci¶on caracter¶³stica es G(k) = hexp (ikX)i = exp (ika¡ jkj °) : De aqu¶³ se
observa que G(k) no es diferenciable en k = 0; o sea, sus momentos no est¶an rigurosamente
de¯nidos. No obstante, se puede decir que t¶³picamente la distribuci¶on P (x) estar¶a centrada
alrededor del valor a y tendr¶a un \ancho" caracterizado por °.

² Sea S una va (discreta) caracterizada por la probabilidad de Weierstrass, a la
cual en general llamaremos del tipo L¶evy

P (s) =
a¡ 1
2a

1X
n=0

1=an (±s;bn + ±s;¡bn); s 2 DS ; a > 1; b > 1:
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Es decir: 1=a es la probabilidad de tomar el valor s = ¨b; (1=a)2 es la probabilidad de
tomar el valor s = ¨b2, y as¶³ sucesivamente. Entonces, cuando la cantidad 1=a es peque~na,
las probabilidades de tomar valores m¶as grandes son tambi¶en cada vez m¶as peque~nas. En el
contexto de una caminata aleatoria esta probabilidad conduce a una estructura de \saltos" en
forma de c¶umulos, muy interesantes, en el espacio real (es decir, no existe una longitud carac-
ter¶³stica, ¶unica, para el tama~no de los \saltos", sino m¶as bien una peculiar autosemejanza
a muchas escalas diferentes, que forma \lagunas" o \c¶umulos" de puntos). En mec¶anica
estad¶³stica de no equilibrio esta distribuci¶on de saltos da lugar a una serie de fen¶omenos
cr¶³ticos que pueden ser estudiados en el contexto de cadenas markovianas [9] (o caminatas
aleatorias, ver cap¶³tulo 6). A partir de P (s) se ve inmediatamente que el segundo momento
de P (s) es divergente si b2 > a, pues

*
s2
®
=

X
DS

s2P (s) =
a¡ 1
a

1X
n=0

(b2=a)n:

Note que la funci¶on caracter¶³stica de la probabilidad de Weierstrass est¶a bien de¯nida para
todo k 2 Re, y es continua en todo el eje real15

G(k) =
X
DS

exp(iks)P (s) =
a¡ 1
a

1X
n=0

1=an cos(bnk): (1.21)

No obstante ser continua vemos, de la expresi¶on para su derivada segunda:

d2G(k)

dk2
= ¡a¡ 1

a

1X
j=0

(¡1)j=(2j)! k2j
1X
n=0

(b2j+2=a)n;

que d2G(k)=dk2 jk=0 ! 1, si b2=a > 1 (por ejemplo, considere el t¶ermino j = 0 de la
suma). De aqu¶³ se deduce que el segundo momento de la va s no est¶a de¯nido, pues ¶este
diverge. La estructura matem¶atica de la funci¶on de Weierstrass, G(k), tiene propiedades
extremadamentes complicadas como funci¶on de k; por ejemplo, G(k) no tiene derivada en
ning¶un punto si 0 < ln a= ln b < 1.16

Excursus. (C¶umulos de puntos visitados.) La funci¶on caracter¶³stica (1.21) tambi¶en
puede escribirse en la forma

G(k) =
a¡ 1
a

cos(k) +
a¡ 1
a2

1X
m=0

1

am
cos(bm+1k)

=
a¡ 1
a

cos(k) +
1

a
G(bk):

Por otro lado, si descomponemos G(k) en dos t¶erminos, G(k) = GS(k) + GR(k), se puede
comprobar por sustituci¶on directa en G(k) = a¡1

a cos(k) + 1
aG(bk) que la parte anal¶³tica

(regular) tiene la expresi¶on:

GR(k) = 1 +
a¡ 1
a

1X
m=1

(¡k2)m
(2m)![1¡ b2m=a] :

15¶Esta es la funci¶on de K. Weierstrass presentada en (1872) y que posteriormente fue publicada en Mathe-
matische Werke. II, 71-74, Berlin, Meyer & Muller (1895).
16Puede consultarse un an¶alisis comprensible sobre esta funci¶on en: B.D. Hughes, E.W. Montroll and

M.F. Shlesinger, J. Stat. Phys. 30, 273, (1983).
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Entonces, la contribuci¶on singular GS(k) es una funci¶on no anal¶³tica en k que satisface la
relaci¶on de escala GS(k) =

1
aGS(bk). A partir de esta relaci¶on se puede comprobar que la

parte singular es de la forma: GS(k) =j k j¹ Q¹(k); donde ¹ = ln a/ ln b y la funci¶on Q¹(k)
es peri¶odica en ln b, o sea, Q¹(ln k) = Q¹(ln k + ln b). Entonces es posible comprobar que
cuando k ! 0 el comportamiento de la variable de Fourier k est¶a controlado por /j k j¹,
con 0 < ¹ < 2 si b2 > a, donde el exponente ¹ caracteriza cierta dimensi¶on fractal del
conjunto (c¶umulos) de puntos \visitados" en la caminata aleatoria (es decir, las posiciones
instant¶aneas en una caminata aleatoria). Note que aproximadamente se har¶an a saltos de
longitud bm por cada salto de longitud bm+1. ¶Esta es la idea b¶asica por la cual ¹ puede ser
asociada con la dimensi¶on fractal en el sentido de Mandelbrot [10]. En la secci¶on (6.2.3) del
cap¶³tulo 6 se muestra una simulaci¶on num¶erica de este fen¶omeno. Por otro lado, un an¶alisis
sencillo del concepto de dimensi¶on fractal se presenta en el ap¶endice H.

1.4.3 Funci¶on caracter¶³stica en una red toroidal¤

El caso m¶as simple de una red toroidal [9] con sitios enteros fsg consiste en una red 1D
circular (anillo donde s 2 DS ´ [1; ¢¢¢;N ]). A partir de la de¯nici¶on de funci¶on caracter¶³stica,
cuando el espacio de muestra es DS , se deduce que

G(k) =
NX
s=1

exp(iks) P (s): (1.22)

Por otro lado, usando la condici¶on de periodicidad de la probabilidad P (s) = P (s+N), se
observa que la variable conjugada de Fourier se discretiza seg¶un kN = 2¼º; donde º 2 Z.
Luego podemos concluir que la transformaci¶on inversa de Fourier (discreta) toma la forma:

P (s) =
1

N

º=NX
º=1

G(k =
2¼º

N
) exp(

¡i2¼ºs
N

): (1.23)

Esta f¶ormula puede ser interpretada como la aplicaci¶on de una transformaci¶on lineal Q
en un espacio vectorial de dimensi¶on N , donde los elementos matriciales del operador Q
vienen dados por

Qºs =
1

N
exp(

¡i2¼ºs
N

) con fº; sg 2 DS :

Es decir, usando la notaci¶on abreviada Ps ´ P (s); Gº ´ G(k = 2¼º
N ), la expresi¶on (1.23) se

escribe en la forma
Ps =

X
º

QsºGº ;

entonces su relaci¶on inversa ser¶a Gs =
P
º Q¡1sº Pº , donde Q¡1 es la matriz inversa de Q.

Otra forma alternativa de probar la f¶ormula (1.23) se basa en el uso del m¶etodo de las
im¶agenes [11] para construir la probabilidad en una red ¯nita con condiciones de contorno
peri¶odicas en DS [9].

Ejercicio guiado. (Suma de Poisson.) Si P(s) representa la probabilidad en la red
in¯nita, mostremos que la probabilidad P (s) en la red toroidal 1D viene dada por la suma:

P (s) =
l=+1X
l=¡1

P(s+ lN): (1.24)
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Note que se cumple la condici¶on de periodicidad P (s) = P (s+N). Por otro lado, a partir
de esta expresi¶on y el empleo de la suma de Poisson [5]:

q=+1X
q=¡1

exp (i2¼mq) =

q=+1X
q=¡1

±(m+ q); (1.25)

podemos tambi¶en obtener (1.23). Dado que P(s) est¶a de¯nida sobre la recta, se deduce que
su funci¶on caracter¶³stica es G(k) =

P1
s=¡1 exp(iks)P(s), entonces la tranformada inversa

viene dada por

P(s+ lN) = 1

2¼

Z 2¼

0

dk G(k) exp [¡ik (s+ lN)] :

Introduciendo esta expresi¶on en (1.24) se deduce que

P (s) =
1

2¼

Z 2¼

0

dk G(k)
l=+1X
l=¡1

exp [¡ik (s+ lN)] ;

ahora bien, usando la suma de Poisson (1.25) se obtiene

P (s) =
1

N

Z 2¼

0

dk G(k) exp(¡iks)
l=+1X
l=¡1

±(k +
2¼l

N
);

pero puesto que la integraci¶on en dk s¶olo se efect¶ua en la zona [0; 2¼], se deduce inmediata-
mente que las ¶unicas contribuciones vienen de los sumandos con l = f1; ¢ ¢ ¢; Ng; de donde
se obtiene la expresi¶on buscada (1.23). La extensi¶on de esta f¶ormula a redes toroidales nD
es an¶aloga [9].

Ejercicio optativo. A partir de (1.23) vuelva a obtener la f¶ormula para P (s) cuando la
red es in¯nita (o sea, N !1). Muestre que en este caso la suma (1.23) se convierte en una
integraci¶on sobre dk en la primera zona de Brillouin: k 2 [¡¼; ¼].

1.4.4 Funci¶on de funci¶on caracter¶³stica

De particular inter¶es es el c¶alculo de la distribuci¶on de probabilidad de la suma de un
conjunto numerable de variables aleatorias estad¶³sticamente independientes17 entre s¶³ (vaei).

Sea r un n¶umero aleatorio entero positivo caracterizado con la probabilidad Pr, y fXjg
un conjunto de r vaei con igual distribuci¶on P (Xj). Entonces, la suma

Y = X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+Xr con r = 0; 1; 2; 3 ¢ ¢ ¢ ;

es una nueva variable aleatoria, tanto por el car¶acter de cada una de las vaei Xj como por
el car¶acter aleatorio del n¶umero r de variables. La funci¶on caracter¶³stica de la va Y est¶a
dada por

GY (k) ´
*
eikY

®
=

1X
r=0

Pr

Z
¢ ¢ ¢

Z
dX1 ¢ ¢ ¢ dXr

rY
j=1

P (Xj) exp [ik(X1 + ¢ ¢ ¢+Xr)] ;

17Ver secci¶on (1.2.3).
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donde hemos usado el hecho de que Xj son vaei con igual distribuci¶on
18, entonces GXj (k)

es la misma para cada una de las va Xj . Luego, la funci¶on caracter¶³stica de la va Y viene
dada por

GY (k) =
1X
r=0

Pr

·Z
dX P (X) exp(ikX)

¸r
:

Si usamos el concepto de funci¶on generatriz (para la variable aleatoria r), o sea:

fr [Z] =
1X
r=0

PrZ
r;

se observa que podemos escribir GY (k) en la forma

GY (k) = fr [GX(k)] ; (1.26)

que es la expresi¶on buscada. Note que en general la funci¶on generatriz y la funci¶on carac-
ter¶³stica est¶an relacionadas por fr

£
Z = eik

¤
=

P1
r=0 Pr e

ikr =
*
eikr

®
Pr
´ Gr(k):

Ejercicio. (Caminata aleatoria.) Suponga que Y = X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+Xr; pero donde
r no es aleatoria, es decir, su probabilidad es certeza para cierto valor de r, digamos en
r = t: En este caso Pr = ±r;t; luego la funci¶on generatriz de Pr es fr [Z] =

P1
r=0 PrZ

r = Zt.
Usando (1.26) vuelva a obtener (1.19).

Ejercicio. (Suma aleatoria de variables gaussianas.) Suponga que Xj es una va
gaussiana de media nula y variancia 1. Calcule la funci¶on caracter¶³stica de la suma de
variablesXj suponiendo que el n¶umero de sumandos est¶a catacterizado por una probabilidad
de Poisson Pr =

¸r

r! exp(¡¸) . En este caso la funci¶on generatriz de Pr ser¶a

fr(Z) = exp (¡¸ [1¡ Z]) ;

y, puesto que GX(k) =
*
eikX

®
= e¡k

2=2; ¯nalmente se obtiene que

GY (k) = fr [Z]jZ=GX(k) = exp
¡
¡¸

£
1¡ exp

¡
¡k2=2

¢¤¢
:

Muestre que el vm de la va Y =
Pr
j=0Xj es cero mientras que para el segundo momento

se tiene
*
Y 2

®
= ¸:

Ejercicio optativo. (Suma aleatoria de variables geom¶etricamente distribuidas.)
Suponga que Xj es una va geom¶etricamente distribuida (en (1.20) se dio su correspondien-
te funci¶on caracter¶³stica). Calcule la funci¶on caracter¶³stica de la suma Y =

Pr
j=0Xj

suponiendo que el n¶umero aleatorio de sumandos r tiene una probabilidad de Poisson. Cal-
cule la dispersi¶on

*
Y 2

®
: >Qu¶e diferencia tiene esta dispersi¶on comparada con el modelo

convencional de caminata aleatoria?

18Aqu¶³ usamos una notaci¶on abreviada, pues cada una de la va Xj tiene una distibuci¶on de probabilidad
PXj

(x), pero hemos denotado simplemente P (Xj):
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1.5 Desarrollo en cumulantes

Alternativamente podemos caracterizar una va de¯niendo sus cumulantes. Estas magnitudes
est¶an relacionadas con los momentos mediante el siguiente v¶³nculo:

lnG(k) =
1X
n=1

(ik)n

n!
Kn: (1.27)

Es posible relacionar de forma sencilla Kn con Mn. As¶³, por ejemplo, mediante el c¶alculo
de un \simple" determinante se tiene que

Kn = (¡1)n¡1 detA;

donde A viene dada por la matriz de n£ n

A =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

M1 1 0 0 0 ¢ ¢ ¢
M2 M1 1 0 0 ¢ ¢ ¢

M3 M2 (
2
1
)M1 1 0 ¢ ¢ ¢

M4 M3 (
3
1
)M2 (

3
2
)M1 1 ¢ ¢ ¢

M5 M4 (
4
1
)M3 (

4
2
)M2 (

4
3
)M1 ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

QCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

Aqu¶³ (
p
q
) = p!/ ((p¡ q)! q!) son los coe¯ciente binomiales. Tambi¶en es posible obtener

una relaci¶on inversa entre Mn y Kn, la cual se deja como ejercicio al lector.
Excursus. Es posible relacionar diagram¶aticamente Mn con Kn; ver secci¶on (1.10). El

desarrollo en cumulantes es ¶util cuando estamos interesados en calcular valores medios, y
¶estos se pueden obtener mediante perturbaciones alrededor de la longitud de correlaci¶on de
las va implicadas en el problema [12].

Ejercicio. Muestre que los cumulantes de una va X no son sus momentos centrados.
Por ejemplo, los primeros cuatro cumulantes vienen dados por

K1 = M1

K2 = M2 ¡M2
1 =

D
(X ¡M1)

2
E

K3 = M3 ¡ 3M1M2 + 2M
3
1 =

D
(X ¡M1)

3
E

K4 = M4 ¡ 3M2
2 ¡ 4M1M3 + 12M

2
1M2 ¡ 6M4

1 6=
D
(X ¡M1)

4
E

Ejercicio optativo. Estudie un esquema para representar el c¶alculo de Mn en funci¶on de
los cumulantes.

Ejercicio. Muestre que los cumulantes de una probabilidad de Poisson son todos iguales.

Ejercicio. Muestre que toda va X que tenga variancia nula ser¶a determinista (o sea,
singular o deltiforme).
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Excursus. Existe un resultado muy interesante que dice que si los cumulantes Kn se
anulan para todo n ¸ N 2 N , entonces se anulan para todo n > 2 y la va es gaussiana [J.
Marcinkiewicz, Mathematisches Zeitschrift 44, 612, (1939)].

1.6 Teorema central del l¶³mite

Se trata de caracterizar la distribuci¶on de probabilidad de una suma in¯nita de variables
aleatorias igualmente distribuidas. Sea, por ejemplo, la siguiente suma

X = X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+XN ; (1.28)

donde se supone que cada una de las va Xi tiene primer y segundo momento bien de¯nido

hXii ´M (i)
1 <1;

*
X2
i

®
´M (i)

2 <1:

Aqu¶³ se ha usado la misma notaci¶on que en los apartados anteriores, el supra¶³ndice (i) indica
la i-¶esima va. Si las va Xi son estad¶³sticamente independientes entre s¶³,

19 de la suma (1.28)
se deduce que

¾2 ´
D
(X ¡ hXi)2

E
= ¾21 + ¾

2
2 + ¢ ¢ ¢+ ¾2N ; (1.29)

donde ¾2i ´ K
(i)
2 es el segundo cumulante de la va Xi.

El teorema central del l¶³mite a¯rma que cuando N !1

PX(x)!
1

¾
p
2¼
exp

h
¡ (x¡M)2 =2¾2

i
; (1.30)

aqu¶³ M ´ hXi = M (1)
1 +M

(2)
1 + ¢ ¢ ¢ +M (N)

1 . Para demostrar este teorema tomemos (sin

p¶erdida de generalidad) M
(i)
1 = 0 para toda va Xi. De¯niendo la nueva va Z en la forma

Z =
X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+XN

¾
; (1.31)

usando la independencia estad¶³stica y el hecho de que cada una de las va Xi est¶a igualmente
distribuida, se tiene que

¾2 = N¾2i : (1.32)

Entonces, la funci¶on caracter¶³stica de la va Z viene dada por la expresi¶on

GZ(k) = hexp (ikZ)i = hexp (ik (X1 +X2 + ¢ ¢ ¢+XN )/¾)i (1.33)

=

µ¿
exp

µ
ik

Xip
N¾i

¶À¶N
´

µ
GXi(

kp
N¾i

)

¶N
:

En el l¶³mite de N ! 1 podemos desarrollar la funci¶on exp

µ
ik

Xip
N¾i

¶
; que est¶a bajo el

signo de vm, y quedarnos con el t¶ermino dominante:

GZ(k) =

Ã
1 +

µ
i
kp
N¾i

¶2

M
(i)
2 =2 +O(N¡3=2)

!N
'

µ
1¡ k2

2N

¶N
: (1.34)

19Ver secci¶on (1.2.3).
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En esta ¶ultima expresi¶on hemos usado nuevamente el hecho de que ¾2i ´ M
(i)
2 ; entonces,

utilizando la conocida f¶ormula asint¶otica limN!1
¡
1¡ *

N

¢N
= e¡*, se tiene que

lim
N!1

GZ(k)! exp

µ
¡k

2

2

¶
; (1.35)

con lo cual el teorema queda demostrado.

Excursus. (Ley de la atracci¶on gaussiana.) Existe una versi¶on m¶as re¯nada del

teorema anterior, que permite a¯rmar que la restricci¶on
*
X2
i

®
´ M

(i)
2 < 1 es s¶olo una

condici¶on su¯ciente [6]. De esta manera, en el contexto del teorema central del l¶³mite, se
puede probar la existencia de una familia m¶as amplia de distribuciones que est¶a dentro
de la base de atracci¶on gaussiana. Por ejemplo, si asint¶oticamente P (Xi) »j Xi j¡3 para
Xi ! 1 se obtiene

*
X2
i

®
= 1; sin embargo, P (Xi) cumple la versi¶on generalizada del

teorema central del l¶³mite; as¶³ como tambi¶en otras distribuciones que decaigan m¶as r¶apido.

Ejercicio. A partir de la funci¶on caracter¶³stica (1.35) obtenga la distribuci¶on de proba-
bilidad (1.30).

Ejercicio guiado. (Aproximaci¶on gaussiana.) Considere el teorema central del l¶³mite
para obtener una aproximaci¶on a la distribuci¶on de probabilidad de la suma de varias va Xi
igualmente distribuidas, con probabilidad uniforme en el intervalo [0; T ]. En el caso de usar
solamente dos va represente gr¶a¯camente y compare la aproximaci¶on PGauss(X) a partir de
(1.30) con el resultado exacto, que se obtiene de la transformaci¶on X = X1+X2. Dado que
P (Xi) = 1=T se deduce inmediatamente

hXii =
T

2
;
*
X2
i

®
=
T 2

3
;

entonces M = hXi = T y ¾2 = ¾21 + ¾22 = T 2=6. Introduciendo estas magnitudes en (1.30)
se tiene que

PGauss(X) =

r
3

¼T 2
exp

Ã
¡3 (X ¡ T )2

T 2

!
:

Por otro lado, la expresi¶on exacta para P (X) se puede obtener a partir de su funci¶on
caracter¶³stica:

GX(k) = hexp ik (X1 +X2)i =
¡
¡
eikT ¡ 1

¢2
k2T 2

:

La inversi¶on de Fourier de GX(k) permite obtener la distribuci¶on P (X); sin embargo, este
c¶alculo no es trivial, raz¶on por la cual damos aqu¶³ su resultado:

P (X) =
1

2¼

Z 1

¡1

¡
eikT ¡ 1

¢2
¡k2T 2

exp(¡ikX) dk

=
X

T 2
£(X)£(T ¡X) + 2T ¡X

T 2
£(X ¡ T )£(2T ¡X);

donde £(X) es la funci¶on escal¶on. Alternativamente, y como se ver¶a pr¶oximamente en la
secci¶on (1.13.1), se puede obtener P (X) de forma muy sencilla usando la ley de transfor-
maci¶on para la suma de variables aleatorias.
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1.7 Transformaci¶on de variables aleatorias

Veamos c¶omo se transforma la densidad de probabilidad PX(x), de la va X, bajo una ley
dada: Y = g(X): La funci¶on g(X) se supone conocida y su inversa, en general, podr¶³a no
ser ¶unica.

Si la ley de transformaci¶on es mon¶otona (x = h(y); h = g¡1), la ley de transformaci¶on
para la densidad de probabilidad es sencilla y viene dada por el Jacobiano de la transfor-
maci¶on:

PY (y) = PX(h(y)) j dx=dy j : (1.36)

En el caso general procedemos de la siguiente forma: primero notamos de (1.12) que
podemos escribir

PY (y) = h± (Y ¡ y)i = h± (g(X)¡ y)i : (1.37)

Luego, aplicando la ecuaci¶on (1.14) obtenemos

PY (y) =

Z
± (g(X)¡ y)PX(x) dx; (1.38)

o, simpli¯cando la notaci¶on redundante,

P (y) =

Z
± (g(x)¡ y)P (x) dx: (1.39)

Finalmente, usando las propiedades de la delta de Dirac20 podemos efectuar la integraci¶on
en (1.39). Entonces si x = hj(y); donde hj es una de las transformaciones inversas, de la
expresi¶on (1.39) se obtiene

P (y) =
rX
j=1

P (hj(y)) j dx=dy jx=hj(y); (1.40)

que es la generalizaci¶on de la ecuaci¶on (1.36) para el caso de tener r funciones inversas hj(y).
Ejemplo. Sea PV (v) la distribuci¶on de probabilidad de Boltzmann para la velocidad de

una part¶³cula libre. Calculemos la distribuci¶on de probabilidad en energ¶³a P (E): Puesto que
E = 1

2mv
2 ´ g(v); se observa que tenemos dos ra¶³ces

v1;2(E) = g
¡1
1;2(E) = §

p
2E=m;

entonces j g0(v) jv=vj=j mvj j= +
p
2mE. Por otro lado, dado que

PV (v) =
p
m=2¼kBT exp

µ
¡ mv2

2kBT

¶
;

20Para aquellos lectores que no est¶en familiarizados con la ± de Dirac resumimos aqu¶³ una de sus
propiedades fundamentales:

± (g(x)¡ y) =
X
n

± (x¡ xn)
1

j g0(x) jx=xn
;

donde xn = g¡1n (y) es la n-¶esima ra¶³z (simple) de la ecuaci¶on: g(x) = y:
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y usando P (E) =
P
j=1;2 PV (g

¡1
j (E)) j g0(v) j¡1vj se obtiene ¯nalmente la siguiente expresi¶on:

P (E) = 2
p
m=2¼kBT exp

µ
¡ E

kBT

¶
1p
2mE

=
1p

¼EkBT
exp

µ
¡ E

kBT

¶
;

donde DE = [0;1]:
Ejemplo. Sea la transformaci¶on de coordenada te = (A*)¡2=3 entre el tiempo te y la

va gaussiana * de media nula y segundo momento 1=3. Calculemos la distribuci¶on de
probabilidad del tiempo te; donde Dte = [0;1]. En este caso la transformaci¶on inversa no
es un¶³voca:

hj(te) =
§1
A
p
t3e
:

Entonces, de (1.40) se observa que

P (te) =
2X
j=1

P*(hj(te))

¯̄̄̄
¡3
2A

t¡5=2e

¯̄̄̄
;

y dado que la distribuci¶on de la va * es

P*(!) =
1q
2¼ 1

3

exp

µ
¡!2
2=3

¶
;

se obtiene ¯nalmente que

P (te) =
33=2

t
5=2
e A

p
2¼
exp

Ã
¡3
2

µ
1

At
3=2
e

¶2
!

con A > 0:

Excursus. Note del ejemplo anterior que, asint¶oticamente, P (te À A¡2=3) » t¡5=2e . Este
tipo de distribuci¶on de probabilidad con una ley de potencia suele llarmarse de cola larga

(O(t¡5=2e )), y aparece en el estudio de inestabilidades inducidas por ruido (en el cap¶³tulo 3
se de¯ne el concepto de ruido o proceso estoc¶astico); es decir, en el an¶alisis del tiempo de
escape de un cierto \dominio". Es factible relacionar esta va te con el \instante" aleatorio
en que se produce el primer pasaje por un determinado lugar [13]; ver secci¶on (6.6).

1.8 Correlaciones entre variables aleatorias

Supongamos ahora que tenemos un conjunto de va (X1;X2; : : : ;Xn) ´ fXjg: El conjunto
fXjg estar¶a completamente caracterizado si conocemos la densidad de probabilidad conjunta
n dimensional Pn (fXjg), es decir:21

PX1;X2;¢¢¢;Xn(x1;x2; ¢ ¢ ¢;xn) = h±(X1 ¡ x1)±(X2 ¡ x2) ¢ ¢ ¢ ±(Xn ¡ xn)i : (1.41)

El vm de una funci¶on del conjunto fXjg se calcular¶a de la manera habitual (similar al caso
1 dimensional) utilizando la densidad de probabilidad conjunta n dimensional Pn (fXjg) :
21En general, cuando se trate de muchas variables usaremos la notaci¶on abreviada
PX1;X2;¢¢¢;Xn(x1;x2; ¢ ¢ ¢;xn) = Pn(X1;X2; ¢ ¢ ¢;Xn) = Pn (fXjg)
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En particular, la correlaci¶on entre dos va se de¯ne como

hhX1X2ii = hX1X2i ¡ hX1i hX2i ;

o sea, el segundo cumulante entre las dos variables.

1.8.1 Independencia estad¶³stica

Si fXjg es un conjunto de n va estad¶³sticamente independientes (ei) entre s¶³, entonces
Pn (fXjg) se reduce a un producto de n densidades de probabilidad. De aqu¶³ se observa,
inmediatamente, que el segundo cumulante se anula id¶enticamente, pues

hX1X2i =
Z Z

X1X2 P2(X1;X2) dX1 dX2; (1.42)

y si X1;X2 son vaei,

hX1X2i =

Z
X1P1(X1) dX1

Z
X2 P1(X2) dX2 (1.43)

= hX1i hX2i :

Ejercicio. Sea X una va uniformemente distribuida en el intervalo [0; L]; considere la
transformaci¶on monoparam¶etrica de coordenada

Ya = ln(X=a):

Caracterice completamente la va Ya. Calcule la Prob.[Ya 2 (0; 1)]. Muestre que el vm
hY1Y2i es

hY1Y2i = 2 + ln(L=2) ln(L)¡ ln(L=2)¡ ln(L):
Generalice este resultado para el c¶alculo de la correlaci¶on hhY1Y1+®ii :

Ejercicio guiado. (Acotando la funci¶on de correlaci¶on.) Sean * y £ dos va con
distribuci¶on de probabilidad conjunta P (*; £): Mostremos que se satisface la siguiente de-
sigualdad

j
Z Z

(*£¡ h*i h£i)P (*; £) d* d£ j2 ·
**
£2

®® **
*2

®®
:

Tambi¶en podemos escribir esta desigualdad en una forma m¶as conveniente

j hh£*ii jp
hh£2ii hh*2ii

· 1:

Para demostrar esta ¶ultima relaci¶on nos basamos en que
D
[a (*¡ h*i) + (£¡ h£i)]2

E
¸ 0

para todo valor de a 2 Re. Si desarrollamos el cuadrado de cada uno de los t¶erminos se
obtiene f¶acilmente

a2
*
(*¡ h*i)2

®
+ 2a h(*¡ h*i)(£¡ h£i)i+

*
(£¡ h£i)2

®
=

a2
**
*2

®®
+ 2a hh£*ii+

**
£2

®®
¸ 0:

Por otro lado, ¶esto es cierto 8 a, es decir: el discriminante de esta ecuaci¶on cuadr¶atica tiene
que ser negativo

hh£*ii2 ¡
**
*2

®® **
£2

®®
< 0:
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De donde se deduce lo que se quer¶³a demostrar. Note que la igualdad se da solamente cuando
hh£*ii =

**
*2

®®
=
**
£2

®®
= 0.

Ejercicio. Sean * y £ dos va con distribuci¶on de probabilidad conjunta P (*; £):Muestre
que

h£*i2 ·
*
£2

® *
*2

®
:

Habitualmente a esta desigualdad se le llama Inecualidad del Coseno, y se demuestra de

forma an¶aloga a la del ejercicio anterior. Ayuda: use la positividad de
D
(a*¡£)2

E
para

todo valor de a 2 Re.

1.9 Desarrollo en °uctuaciones

Existen circunstancias en las cuales es conveniente introducir alguna aproximaci¶on para
evaluar el vm de una funci¶on de variable aleatoria. Por ejemplo, sea X una va caracterizada
por una distribuci¶on de probabilidad PX(x). Supongamos que se desea conocer hf(X)i ;
donde f(X) es una funci¶on no lineal. Si las °uctuaciones de la va X, con respecto a su
vm, son peque~nas, podemos considerar que la magnitud de los momentos centrados de la
va X es peque~na, entonces un desarrollo en serie de Taylor del vm de la funci¶on f(X) es
de utilidad:

hf(X)i =
1X
n=0

1

n!

·
dnf

dXn

¸
X=hXi

h(X ¡ hXi)ni : (1.44)

Ejemplo. Aquellos casos en los cuales (1.44) se corta en un determinado valor n¤ son
particularmente ¶utiles. Sea, por ejemplo, f(X) = X3. A partir de (1.44) es f¶acil observar
que se obtiene el siguiente polinomio

*
X3

®
= hXi3 + 3 hXi

D
(X ¡ hXi)2

E
+

D
(X ¡ hXi)3

E
: (1.45)

Si hXi = 0; (1.45) es una identidad. Es de hacer notar que (1.45) es v¶alida cualquiera que
sea la distribuci¶on PX(x):

Ejercicio. Considere en (1.45) las °uctuaciones de hasta el segundo orden y muestre que

*
X3

®
' 3 hXi

*
X2

®
¡ 2 hXi3 +O

³D
(X ¡ hXi)3

E´
: (1.46)

De este resultado se deduce que es posible escribir la siguiente aproximaci¶on operacional
para la va X3

X3 ' hXi3 + 3X
*
X2

®
¡ 3 hXi3 +O

³D
(X ¡ hXi)3

E´
: (1.47)

Si hXi = 0; obtenemos la aproximaci¶on X3 ' 3X
*
X2

®
, a la cual se la suele llamar aproxi-

maci¶on gaussiana.
Ejercicio. Considere el ejercicio anterior, pero ahora con hXi 6= 0. Usando la aproxi-

maci¶on operacional (1.47) muestre que el tercero y cuarto cumulantes son id¶enticamente
cero; de ah¶³ que a la aproximaci¶on (1.47) se le llame aproximaci¶on gaussiana.

Ejercicio optativo. Estudie los cumulantes de mayor orden considerando la aproximaci¶on
operacional (1.47).
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1.10 Funci¶on caracter¶³stica multidimensional

La funci¶on caracter¶³stica de una probabilidad multidimensional se de¯ne de manera an¶aloga
a lo presentado en (1.15). Sea fXlg un conjunto de n va. Entonces

Gn(fklg) = hexp(ik1X1 + ik2X2 + ¢ ¢ ¢+ iknXn)i ; (1.48)

y su desarrollo en serie de Taylor, en n-dimensiones, da la expresi¶on para los momentos

Gn(fklg) =
1X
0

(ik1)
m1(ik2)

m2 ¢ ¢ ¢ (ikn)mn

m1! m2! ¢ ¢ ¢mn!
hXm1

1 : : :Xmn
n i : (1.49)

Ejercicio. Muestre que el desarrollo en cumulantes viene dado por

ln[Gn(fklg)] =
1X
0

0
(ik1)

m1(ik2)
m2 ¢ ¢ ¢ (ikn)mn

m1! m2! ¢ ¢ ¢mn!
hhXm1

1 : : :Xmn
n ii : (1.50)

Note que el doble par¶entesis angular de¯ne el cumulante de ordenm1 : : :mn entre n-variables
aleatorias. La suma primada indica la ausencia del t¶ermino donde todos los ml son nulos.
Entonces, de (1.50) se deduce que

hhXm1
1 : : :Xmn

n ii =
µ
@

@ik1

¶n1 µ @

@ik2

¶n2
¢ ¢ ¢

µ
@

@ikn

¶nn
ln[Gn(fklg)]

¯̄̄̄
fklg=0

: (1.51)

Ejemplo. Mostremos que si hay al menos una va Xj estad¶³sticamente independiente de
las restantes n¡ 1, entonces todos los cumulantes

**
Xm1

1 ¢ ¢¢;Xmj

j ; ¢ ¢ ¢Xmn
n

®®
se anulan id¶enticamente para mj 6= 0. Si Xj es la vaei de las restantes fXlg, entonces

Pn(fXlg) ´ Pn(X1;X2; ¢ ¢ ¢;Xn) = P1(Xj)Pn¡1(X1; ¢ ¢ ¢;Xj¡1;Xj+1; ¢ ¢ ¢;Xn); (1.52)

de lo cual se deduce que

Gn(fklg) ´ Gn(k1; k2; ¢ ¢ ¢; kn) = G1(kj)Gn¡1(k1; ¢ ¢ ¢; kj¡1; kj+1; ¢ ¢ ¢; kn): (1.53)

Luego, en general,

**
Xm1

1 ; ¢ ¢ ¢;Xmj

j ; ¢ ¢ ¢;Xmn
n

®®
=

=
³

@
@ik1

´m1

¢ ¢ ¢
³

@
@ikj

´mj

¢ ¢ ¢
³

@
@ikn

´mn

[ln[G1(kj)] + ln[Gn¡1(fklg)]]
¯̄̄
fklg=0

= 0:
(1.54)

1.10.1 Desarrollos en diagramas (varias variables)

Sabemos que el segundo cumulante de una va se relaciona con sus momentos inferiores de
la siguiente manera:

K2 =M2 ¡M2
1 :
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Figura 1.2: Diagramas representativos de los cumulantes de segundo (a) y tercer orden (b).

Entonces, para dos va tenemos la siguiente generalizaci¶on:

hhX1X2ii = hX1X2i ¡ hX1i hX2i :

Esta relaci¶on se puede representar diagram¶aticamente de forma sencilla, ver ¯gura 1.2.(a).
Para el caso del tercer cumulante se tiene

hhX1X2X3ii = hX1X2X3i ¡ fhhX1X2ii hX3i+ hhX1X3ii hX2i +

+ hhX2X3ii hX1ig ¡ fhX1i hX2i hX3ig :

De la misma manera se puede confeccionar un diagrama para este cumulante.

Reglas de construcci¶on

En general tenemos las siguientes reglas para la construcci¶on de todos los diagramas [14]:

1. Por cada variable aleatoria Xi se introduce un v¶ertice ² en el gr¶a¯co.
2. Cada ligadura doble indica un cumulante del orden del n¶umero de v¶ertices in-
volucrados.

3. Cada ligadura simple indica un momento del orden del n¶umero de v¶ertices in-
volucrados.

4. Cada v¶ertice aislado (encerrado) indica el primer momento del v¶ertice.

5. El cumulante de orden n se construye restando del momento de orden n todas
las combinaciones (gr¶a¯cos) posibles con cumulantes de ¶ordenes menores hasta
agotar todas las posibilidades.

Ejercicio. Obtenga los diagramas para representar el c¶alculo de otros cumulantes de
orden superior en funci¶on de los cumulantes y momentos inferiores.
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Ejercicio guiado. (Correlaci¶on entre variables aleatorias.) Sea X una va uniforme-
mente distribuida en el intervalo [0; 2¼] y sea Yt(X) la transformaci¶on de coordenada

Yt(X) = sen[t+X]:

Entonces Yt de¯ne una familia monoparam¶etrica de va (por supuesto, no uniformemente
distribuidas en [0; 2¼]). Es f¶acil notar que los momentos impares hY1Y2 ¢ ¢ ¢Y2m+1i se anulan
id¶enticamente y que, por otro lado, los momentos pares son invariantes ante la traslaci¶on
continua t! t+ ¿ para todo ¿ . Para la correlaci¶on de dos \puntos" obtenemos:

hYt1Yt2i ´ hYt1(X)Yt2(X)i =
1

2¼

Z 2¼

0

sen[t1 +X]sen[t2 +X] dX =
1

2
cos(t2 ¡ t1);

y para el momento de cuatro orden:

hYt1Yt2Yt3Yt4i =
1

2¼

Z 2¼

0

sen[t1 +X]sen[t2 +X]sen[t3 +X]sen[t4 +X] dX =

1

8
(cos(t1 + t2 ¡ t3 ¡ t4) + cos(t1 + t3 ¡ t2 ¡ t4) + cos(t1 + t4 ¡ t2 ¡ t3)) :

Es f¶acil obtener de forma an¶aloga una expresi¶on general para el momento hY1Y2 ¢ ¢ ¢Y2mi y
sus respectivos cumulantes: El hecho de que las funciones de correlaci¶on s¶olo dependan de
las diferencias (simetrizadas) de los par¶ametros tj ser¶a de fundamental importancia en la
de¯nici¶on de procesos estoc¶asticos estacionarios. Note tambi¶en que estas correlaciones no
decaen asint¶oticamente a cero para grandes separaciones de sus \puntos", j tj ¡ tm j ! 1;
este hecho es de importancia en la de¯nici¶on de procesos estoc¶asticos no erg¶odicos [ver
cap¶³tulo 3]. Por ¶ultimo, note que una funci¶on de correlaci¶on no tiene por qu¶e ser siempre
positiva. Interprete el signi¯cado de una correlaci¶on negativa.

1.11 Cumulantes de Terwiel¤

Otra clase de cumulantes sumamente importante y de gran utilidad en teor¶³a de pertur-
baciones de ecuaciones diferenciales son los cumulantes de Terwiel [15]. Para de¯nirlos es
necesario pensar en el vm de una funci¶on como el resultado de aplicar sobre ella un ope-
rador de proyecci¶on22 P = P2. Entonces, si X es una va caracterizada por la distribuci¶on de
probabilidad PX(x) sobre D, de¯nimos los siguiente operadores de proyecci¶on P yQ ´ 1¡P:

Pf(X) ´ hf(X)i ; (1.55)

y
Qf(X) = [1¡P] f(X) ´ f(X)¡ hf(X)i ; (1.56)

donde, por supuesto, hf(X)i =
R
D f(x)PX(x) dx; y es sencillo comprobar que PQf(X) =

QPf(X) = 0.
22Sea el espacio vectorial V = S©W; todo z 2 V puede expresarse un¶³vocamente como z = x+ y donde

x 2 S y y 2W: El operador proyecci¶on P : V ! V de¯nido por P z = x se llama proyector de V sobre S
paralelo a W: Entonces, P es proyector si y s¶olo si P = P2; adem¶as en una representaci¶on matricial (espacio
vectorial ¯nito) es f¶acil observar que este tipo de matrices P s¶olo pueden tener dos autovalores: ¸0 = 0 y
¸1 = 1 (posiblemente m¶ultiples).
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Si fXjg es un conjunto de n va caracterizadas por la distribuci¶on conjunta Pn(fXjg), el
cumulante de Terwiel de tales variables de de¯ne seg¶un:

hX1 ¢ ¢ ¢XniT = PX1 (1¡P)X2 (1¡P)X3 ¢ ¢ ¢ (1¡P)Xn: (1.57)

Note que este cumulante preserva el orden de las n va Xj , fj = 1; ¢ ¢ ¢ng. En general, puede
ocurrir que estas variables representen operadores aleatorios, motivo por lo cual el orden
de los mismos es de suma importancia, pues ellos podr¶³an no conmutar. Es interesante
establecer una relaci¶on entre los cumulantes de Terwiel y los momentos habituales. Para
ello presentamos la siguiente relaci¶on

hX1 ¢ ¢ ¢XniT =
n¡1X
j=0

(¡1)j
X

1·p1<p2¢¢¢<pj·n
hX1 ¢ ¢ ¢Xp1i hXp1+1 ¢ ¢ ¢Xp2i ¢ ¢ ¢

*
Xpj+1 ¢ ¢ ¢Xn

®
:

(1.58)
Como ejemplo, escribamos aqu¶³ algunos cumulantes de Terwiel no triviales

hX1X2X3iT = hX1X2X3i ¡ hX1i hX2X3i ¡ hX1X2i hX3i+ hX1i hX2i hX3i

hX1X2X3X4iT = hX1X2X3X4i ¡ hX1i hX2X3X4i ¡ hX1X2i hX3X4i ¡ hX1X2X3i hX4i+

+ hX1i hX2i hX3X4i+ hX1X2i hX3i hX4i+ hX1i hX2X3i hX4i ¡ hX1i hX2i hX3i hX4i :
(1.59)

Ejercicio. Muestre, expl¶³citamente, la diferencia entre un cumulante \habitual" de orden
tres y el cumulante de Terwiel hX1X2X3iT :

Note que si todas las vaXj son estad¶³sticamente independientes entre s¶³, entonces es f¶acil
observar que el cumulante de Terwiel se anula id¶enticamente. En los siguientes ejercicios se
establecen otras propiedades interesantes.

Ejercicio. Muestre que los cumulantes de Terwiel tienen la propiedad de \partici¶on".
O sea, si el conjunto de n va est¶a ordenado de forma tal que las s primeras va forman
un conjunto de va independientes de las restantes n ¡ s, el cumulante de Terwiel se anula
id¶enticamente. (Ayuda: use el hecho que P = P2:)

hX1 ¢ ¢ ¢XsXs+1 ¢ ¢ ¢XniT = 0: (1.60)

Ejercicio. Muestre que si los primeros momentos son nulos, entonces la expresi¶on para
los cumulantes de Terwiel hX1 ¢ ¢ ¢Xj ¢ ¢ ¢XniT se simpli¯ca notablemente.

Excursus. Considere la siguiente sumatoria de cumulantes de Terwiel de cuarto orden

1X
j;k;l;m =¡1

hXjXkXlXmiT ;

donde fj; k; l;mg 2 Z, y analice el caso cuando todos los primeros momentos son nulos.
Considere la situaci¶on cuando la sumatoria excluye ¶³ndices contiguos iguales. Si para cada
valor de fj; k; l;mg las va son estad¶³sticamente independientes entre s¶³, estudie la clase de
cumulantes de Terwiel

hXjXkXlXmiT ;
que dar¶a una contribuci¶on no nula a la sumatoria mencionada. Trate de dibujar \diagramas"
para caracterizar estas contribuciones [16].
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1.12 Distribuci¶on gaussiana (varias variables)

De la de¯nici¶on (1.50) se deduce que si todos los cumulantes, excepto aquellos donde se
cumple

m1 +m2 + ¢ ¢ ¢+mn · 2; (1.61)

se anulan id¶enticamente, estamos en presencia de una distribuci¶on gaussiana n dimensional.
Entonces, a partir de la de¯nici¶on de funci¶on caracter¶³stica se tiene que

Gn(fkpg) = exp

0@ nX
j=1

iajkj +
1

2

nX
j;l=1

¾jl (ikj)(ikl)

QA : (1.62)

Luego, los primeros momentos se obtienen en la forma

hXji =
µ
@

@ikj

¶
[Gn(fkpg)]

¯̄̄̄
fkpg=0

= aj (1.63)

hXjXli =
µ
@

@ikj

¶µ
@

@ikl

¶
[Gn(fkpg)]

¯̄̄̄
fkpg=0

= ¾jl + ajal; (1.64)

con lo cual la matriz de variancia (covariancia si j 6= l) queda caracterizada por

h(Xj ¡ hXji)(Xl ¡ hXli)i = ¾jl: (1.65)

La funci¶on de distribuci¶on de probabilidad viene dada por la transformada inversa de
Fourier de Gn(fkpg), es decir:

Pn(fXpg) ´ Pn(X1; ¢ ¢ ¢;Xn) (1.66)

= (2¼)¡n
Z +1

¡1
¢ ¢ ¢

Z 1

¡1
exp

0@ nX
j=1

iajkj +
1

2

nX
j;l

¾jl (ikj)(ikl)

QA
£ exp

0@¡i nX
j=1

Xjkj

QA¦nj=1 dkj :

Puesto que ¾lj es una matriz de covariancia (de¯nida positiva
23) y por lo tanto es

sim¶etrica, se deduce que

¾¡1lj = ¾¡1jl (existe inversa)

¾
1=2
lj = ¾

1=2
jl (existe

p
¾)

¾
¡1=2
lj = ¾

¡1=2
jl (existe (

p
¾)¡1).

(1.67)

23En general, una matriz a 2 C es de¯nida semipositiva si la forma cuadr¶atica asociada es de¯nida
semipositiva. Es decir, si los elementos ajl cumplen las condiciones all ¸ 0 y all ¢ ajj¡ j alj j

2¸ 0; 8j; l.
Este hecho asegura que los autovalores de la matriz a ser¶an ¸i ¸ 0: Se dice que una matriz es de¯nida
positiva si cumple extrictamente la condici¶on mayor que cero. Ver tambi¶en secciones (4.2.1) y (6.1.1).
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Introduciendo el cambio de variable

®j =
nX
l=1

h
¾
1=2
jl kl + i¾

¡1=2
jl (Xl ¡ al)

i
(1.68)

en el integrando (1.66), el t¶ermino de la forma e[¢¢¢] se puede volver a escribir notando que

[¢ ¢ ¢] = ¡1
2

X
j

®j®j ¡
1

2

X
j;l

¾¡1jl (Xj ¡ aj)(Xl ¡ al): (1.69)

Es decir, hemos \diagonalizado" la matriz en el nuevo sistema de coordenadas f®pg. El
Jacobiano de la transformaci¶on viene dado por la expresi¶on24

dk1dk2 ¢ ¢ ¢ dkn
d®1d®2 ¢ ¢ ¢ d®n

=

µ
d®1d®2 ¢ ¢ ¢ d®n
dk1dk2 ¢ ¢ ¢ dkn

¶¡1
=

·
det

³
¾1=2

´
jl

¸¡1
; (1.70)

con lo cual la integraci¶on se reduce simplemente aZ
¢ ¢ ¢

Z
exp

0@¡1
2

nX
j=1

®j®j

QA¦nj=1 d®j =

µZ 1

¡1
exp(¡®2=2) d®

¶n
= (2¼)n=2: (1.71)

Finalmente, la distribuci¶on de probabilidad conjunta queda expresada en la forma:

Pn(X1; ¢ ¢ ¢;Xn) = (2¼)¡n=2 [det¾jl]¡1=2 exp

0@¡1
2

X
j;l

¾¡1jl (Xj ¡ aj)(Xl ¡ al)

QA ; (1.72)

que es la distribuci¶on gaussiana multidimensional buscada.

1.12.1 Distribuci¶on gaussiana con momentos impares nulos

Sean n va Yj = Xj ¡ aj , donde Xj son gaussianas de media aj ; entonces la funci¶on carac-
ter¶³stica de las nuevas variables Yj vendr¶a dada por

25

GY (fkpg) ´ hexp (ik1Y1 + ¢ ¢ ¢+ iknYn)i (1.73)

= hexp (ik1X1 + ¢ ¢ ¢+ iknXn) exp (¡ik1a1 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ iknan)i
= exp (¡ik1a1 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡ iknan) GX(fkpg)

= exp

0@¡1
2

nX
j;l

¾jl kjkl

QA ;
pues GX(fkpg) est¶a dada por (1.62). A partir de lo cual se observa que para m 2 N

hY1Y2 ¢ ¢ ¢ Y2m+1i = 0: (1.74)

Ejercicio. Muestre que una transformaci¶on lineal de coordenadas

X 0
l =

X
m

¯lmXm +Bl;

preserva la estructura gaussiana en la distribuci¶on de probabilidad.

24En general, usaremos la expresi¶on \diagonalizar" para indicar que hemos reducido la matriz a su forma
diagonal.
25Note que aqu¶³ queremos enfatizar el tipo de va, por ello denotamos GY (fkpg) para signi¯car Gn(fkpg) ´

GY1;Y2;¢¢¢Yn(fkpg):
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1.12.2 Teorema de Novikov¤

Sean r va (X1; ¢ ¢ ¢ ;Xr) ´ fXpg gaussianas de media nula (su generalizaci¶on al caso de
aj 6= 0 es inmediata), entonces se cumple que26

hXl f(fXpg)i =
X
j

hXlXji
¿
@f(fXpg)
@Xj

À
: (1.75)

Para probar (1.75) notemos que si la distribuci¶on conjunta es gaussiana

Pr(X1; ¢ ¢ ¢;Xr) = (2¼)¡r=2 [det¾jl]¡1=2 exp

0@¡1
2

rX
j;l

¾¡1jl XjXl

QA ; (1.76)

se cumple que hXjXli = ¾jl; entonces de (1.75) tenemos

hXl f(fXpg)i =
X
j

¾lj

¿
@f(fXpg)
@Xj

À
; (1.77)

y multiplicando (1.77) por ¾¡1 obtenemos:X
l

¾¡1ml hXl f(fXpg)i =
X
l

X
j

¾¡1ml ¾lj

¿
@f(fXpg)
@Xj

À
=

¿
@f(fXpg)
@Xm

À
:

Por otro lado, P
l ¾

¡1
ml hXl f(fXpg)i =

(det¾)¡1=2

(2¼)r=2

R1
¡1 ¢ ¢ ¢

R1
¡1¦

r
n=1 dXn f(fXpg)

P
l ¾

¡1
mlXl exp

³
¡1

2

P
j;k ¾

¡1
jk XjXk

´
:

Esta integral se puede escribir en notaci¶on matricial en la formaP
l ¾

¡1
ml hXl f(fXpg)i =

¡(det¾)¡1=2
(2¼)r=2

R1
¡1 ¢ ¢ ¢

R1
¡1¦

r
n=1 dXn f(fXpg) @

@Xm
exp

¡
¡1

2X ¢ ¾¡1 ¢X
¢
;

entonces integrando por partes se obtiene ¯nalmenteX
l

¾¡1ml hXl f(fXpg)i =
¿
@f(fXpg)
@Xm

À
; (1.78)

lo cual completa la prueba.

26En el caso continuo (in¯nito dimensional) se tiene la generalizaci¶on:

hX(r) f [X(²)]i =

Z *
X(r)X(r0)

® ¿ ±f [X(²)]

±X(r0)

À
dr0:

En el cap¶³tulo 3 de de¯ne con detalle el signi¯cado del objeto
±f(X(²))

±X(r0)
, el cual se puede considerar como

la generalizaci¶on de una derivada.
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Nota. Este teorema permite obtener reglas (diagramas) para la confecci¶on de todos los
momentos de funciones de r va gaussianas.

Ejercicio. Muestre que si fXpg son r va gaussianas con media hXpi 6= 0; la f¶ormula de
Novikov (1.75) se generaliza de la siguiente manera:

hXl f(fXpg)i =
X
j

hhXlXjii
¿
@f(fXpg)
@Xj

À
+ hXli hf(fXpg)i ;

donde hhXlXjii es el segundo cumulante.
Ejercicio. Muestre que si fXpg son r va gaussianas de media nula entonces los momentos

de orden par se obtienen, f¶acilmente, de la f¶ormula:

hX1 ¢ ¢ ¢X2mi =
X

simetrizado

hXiXji hXlXpi ¢ ¢ ¢ hXkXqi con m 2 N :

Por ejemplo: hX1X2X3X4i = hX1X2i hX3X4i+ hX1X3i hX2X4i+ hX1X4i hX2X3i :
Ejercicio. Sea X una va gaussiana de media nula y variancia 1 (distribuci¶on normal).

Muestre que para aÀ 1 el vm de 1/ (a+X2) se aproxima seg¶un¿
1

a+X2

À
¼ 1

a+ 1
+O(1=a3);

mientras que para el l¶³mite a ! 0 el vm de 1/ (a + X2) no est¶a de¯nido. Ayuda: use el

teorema de Novikov en la identidad 1 =

¿
(a+X2)

1

(a+X2)

À
para mostrar que

¿
1

X2

À
no

est¶a de¯nido.

1.13 Transformaci¶on para densidades en n dimensiones

En el estudio de las °uctuaciones tanto en termodin¶amica de equilibrio como en sistemas
disipativos fuera del equilibrio, el problema matem¶atico se puede formular en t¶erminos de un
conjunto de variables aleatorias. Cabe entonces preguntarse c¶omo se modi¯ca la densidad
de probabilidad conjunta de n variables Pn(fXjg) cuando se aplica una transformaci¶on de
coordenadas. Supongamos que conocemos las leyes de transformaci¶on:

Y1 = g1(X1;X2; ¢ ¢ ¢;Xn) (1.79)

Y2 = g2(X1;X2; ¢ ¢ ¢;Xn)
¢ ¢ ¢

Yn = gn(X1;X2; ¢ ¢ ¢;Xn);

aqu¶³ g1; ¢ ¢ ¢ ; gn son funciones supuestamente continuas. Suponiendo que el sistema (1.79) es
invertible, o sea: x1 = h1(y1; y2; : : : ; yn); etc. (suponemos que las funciones h1; ¢ ¢ ¢ ; hn son
todas univaluadas), entonces Pn(fYjg) se transforma seg¶un

PY1;Y2;:::;Yn(y1; y2; : : : ; yn) = PX1;X2;¢¢¢;Xn(h1;h2; : : : ;hn) jDnj ; (1.80)

donde Dn es el jacobiano de la transformaci¶on X ! Y . Vemos, entonces, que (1.80) es la
generalizaci¶on multidimensional de (1.36).
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Excursus. Sea A(r) un campo vectorial en R3 caracterizado por una distribuci¶on de
probabilidad gaussiana. Sea B(r) = RotorA(r) un campo asociado. >Qu¶e se puede decir
de la distribuci¶on de probabilidad del campo magn¶etico aleatorio B(r)? Una colecci¶on de
resultados interesantes, obtenidos a partir del teorema de transformaci¶on de va, se presenta
en D.T. Gillespie, Am. J. Phys. 51, 520, (1983).

1.13.1 Densidad de probabilidad marginal

Sea el conjunto de dos va fX1;X2g caracterizadas por la densidad de probabilidad conjunta
P2(X1;X2). Entonces, de¯nimos la densidad de probabilidad marginal de la va X1 en la
siguiente forma:

P1(X1) =

Z
DX2

P2(X1;X2) dX2: (1.81)

Obviamente, (1.81) se puede generalizar a un n¶umero arbitrario de va, donde la integraci¶on
ser¶a n¡ 1 dimensional. En general, una densidad de probabilidad marginal, s dimensional,
se de¯ne de forma completamente an¶aloga:

Ps(X1; ¢ ¢ ¢;Xs) =
Z
DXs+1

¢ ¢ ¢
Z
DXn

Pn(X1; ¢ ¢ ¢;Xs;Xs+1; ¢ ¢ ¢;Xn) dXs+1 ¢ ¢ ¢ dXn:

Ejercicio guiado. Sean X1;X2 dos va caracterizadas por la distribuci¶on de probabilidad
conjunta P2(X1;X2) con dominios DX1 y DX2 : Calculemos la distribuci¶on de probabilidad
de la suma s = X1 +X2: Tomando

Y1 = g1(X1;X2) = X1

Y2 = g2(X1;X2) = X1 +X2;

y su relaci¶on inversa:

X1 = h1(Y1) = Y1

X2 = h2(Y1; Y2) = Y2 ¡ Y1;

implica el siguiente jacobiano

jD2j =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
@h1
@Y1

0

@h2
@Y1

@h2
@Y2

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
=

¯̄̄̄
@h2
@Y2

¯̄̄̄
:

Luego, de (1.80) se tiene que27

PY (Y1;Y2) = PX (Y1;h2(Y1; Y2))

¯̄̄̄
@h2
@Y2

¯̄̄̄
:

27Note que aqu¶³ es conveniente enfatizar la variable aleatoria involucrada, raz¶on por la cual usaremos
indistintamente la notaci¶on: Pr(Y1; ¢ ¢ ¢;Yr) = PY (Y1; ¢ ¢ ¢;Yr)
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Entonces la densidad de probabilidad (marginal) de la suma viene dada (con Y2 ´ s =
X1 +X2) por

P1(Y2) = P (s) =

Z
DY1

PY (Y1;Y2) dY1

=

Z
DY1

PX(Y1;Y2 ¡ Y1) dY1 =
Z
DX1

PX(X1; s¡X1) dX1:

En general, los l¶³mites de integraci¶on se deben tomar de acuerdo con la ley de transformaci¶on
y los dominios DX1 y DX2 :

Ejemplo. Considere la situaci¶on cuando dos vaei tienen distribuci¶on uniforme en el
intervalo DX = [0; T ]. En este caso la distribuci¶on de la suma s = X1 +X2 viene dada por

P (s) =

Z
DX1

PX(X1; s¡X1) dX1

=
1

T 2

Z T

0

£(X1)£(T ¡X1)£(s¡X1)£(T ¡ s+X1) dX1;

donde £(z) es la funci¶on escal¶on introducida en (1.7). De aqu¶³ se observa que existen dos
situaciones diferentes: si s < T; se tiene que

P (s) =
1

T 2

Z s

0

dX1 =
s

T 2
;

mientras que si s > T; se deduce que

P (s) =
1

T 2

Z T

s¡T
dX1 =

2T ¡ s
T 2

:

Por otro lado, la suma est¶a acotada a s < 2T . Muestre que la transformada de Fourier de
P (s) viene dada por

Gs(k) =

Z 2T

0

eiksP (s) ds =
¡
¡
eikT ¡ 1

¢2
k2T 2

y comp¶arela con el ejercicio guiado de la secci¶on (1.6).
Ejercicio. Demuestre que la densidad de probabilidad (marginal) de la diferencia, pro-

ducto y cociente de las va X1;X2, est¶an dadas por

P1(X1 ¡X2) = P (d) =

Z
DX1

PX(X1;X1 ¡ d) dX1

P1(X1 ¢X2) = P (p) =

Z
DX1

PX(X1; p=X1)
1

j X1 j
dX1

P1(X2=X1) = P (c) =

Z
DX1

PX(X1; cX1) j X1 j dX1:

Ejercicio guiado. Considere el caso en el cual los dominios DX1 y DX2 son no negativos
semiin¯nitos, es decir: Xi 2 [0;1]. Muestre que la distribuci¶on de probabilidad de la suma
P (s) adopta la forma:

P (s) =

Z s

0

PX(Y1; s¡ Y1) dY1: (1.82)
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Ayuda: para obtener este resultado, simplemente use la expresi¶on del ejercicio guiado con-
siderando que PX(X1;X2) = 0 si X1 < 0 y/o X2 < 0, entonces podr¶a escribir:

P (s) =

Z
DY1

PX(Y1; s¡ Y1) £(Y1) £(s¡ Y1) dY1;

de donde se deduce (1.82).
Ejercicio. Considere el caso en el cual los dominios DX1 y DX2 son no negativos semi-

in¯nitos. Muestre que la distribuci¶on de probabilidad de la diferencia d = X1 ¡X2 de dos
vaei adopta la forma:

P (d) =

Z 1

d

PX1(Y1) PX2(Y1 ¡ d) dY1:

Ejercicio. Considere dos vaei con distribuciones de probabilidad (mon¶otonamente de-
crecientes) de la forma P (Xi) = ®i exp(¡®iXi) con dominios DX1 y DX2 no negativos
semiin¯nitos. Pruebe que la distribuci¶on de probabilidad de la suma s = X1 +X2 tiene un
m¶aximo, en s¤ 2 (0;1), y viene dada por la expresi¶on:

P (s) =

Z s

0

PX1(Y1) PX2(s¡ Y1) dY1 =
®1®2
®2 ¡ ®1

¡
e¡®1s ¡ e¡®2s

¢
:

1.14 Densidad de probabilidad condicionada

A veces tambi¶en suele ser necesario trabajar con otra densidad de probabilidad: la probabili-
dad condicionada.28 Supongamos que dividimos el conjunto de n va fXjg en dos grupos,

fX1; : : : ;Xsg y fXs+1; :::;Xng;

y que al segundo grupo lo caracterizamos con valores predeterminados fXs+1; ¢ ¢ ¢ ;Xng;
entonces, en estas condiciones, las restantes va estar¶an caracterizadas por la probabilidad
condicionada

P (X1; : : : ;Xs j Xs+1; : : : ;Xn):

Esta densidad de probabilidad contiene mayor informaci¶on que la densidad de probabilidad
conjunta Ps(X1; ¢ ¢ ¢ ;Xs). La relaci¶on entre esta densidad de probabilidad y la densidad de
probabilidad conjunta n dimensional viene dada por la regla de Bayes (ver secci¶on 1.2):

P (X1; : : : ;Xs j Xs+1; :::;Xn) =
Pn(X1; : : : ;Xs;Xs+1; :::;Xn)

Pn¡s(Xs+1; :::;Xn)
: (1.83)

Note que en estas ecuaciones hemos omitido toda notaci¶on redundante. Por otro lado, es
f¶acil reconocer que el denominador del segundo miembro de la ecuaci¶on (1.83) no es m¶as
que la densidad marginal de las va (Xs+1; :::;Xn).

Ejercicio guiado. Considere la distribuci¶on de probabilidad conjunta de dos va, con
dominio en [¡a; a], dada por

P2(X1;X2) = ¼
¡1 ±(X2

1 +X
2
2 ¡ a2):

28Luego veremos, en el contexto de los procesos estoc¶asticos, que la probabilidad condicionada de dos
tiempos es equivalente al propagador de un sistema din¶amico; ver cap¶³tulo 3.
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Esta probabilidad representa una distribuci¶on de certeza, es decir \determinista", para el
radio del vector ~X = (X1;X2). Calculemos las distribuciones marginal y condicionada. De
la de¯nici¶on de probabilidad condicionada se observa que si X1;X2 fuesen vaei, entonces la
probabilidad condicionada P (X2 j X1) ser¶³a una funci¶on independiente de X1. Calculemos
esta distribuci¶on de probabilidad. Primero necesitamos conocer la distribuci¶on marginal
P1(X1):

P1(X1) =

Z a

¡a
P2(X1;X2) dX2 =

Z a

¡a
¼¡1±(X2

1 +X
2
2 ¡ a2) dX2 =

Z a

¡a
±(X2 ¡

q
a2 ¡X2

1 )
dX2=¼

j 2
p
a2 ¡X2

1 j
+

Z a

¡a
±(X2 +

q
a2 ¡X2

1 )
dX2=¼

j ¡2
p
a2 ¡X2

1 j
=

1=¼p
a2 ¡X2

1

:

Note que ambos integrandos contribuyen en la misma cantidad (recuerde que X2 2 [¡a; a]).
Es inmediato comprobar que esta distribuci¶on marginal, P1(X1), est¶a correctamente nor-
malizada en el intervalo [¡a; a]: De (1.83) se deduce que la probabilidad condicionada viene
dada por

P (X2 j X1) =
¼¡1±(X2

1 +X
2
2 ¡ a2)

P (X1)
= ±(X2

1 +X
2
2 ¡ a2)

q
a2 ¡X2

1 ;

o lo que es equivalente a

P (X2 j X1) =
1

2

µ
±(X2 ¡

q
a2 ¡X2

1 ) + ±(X2 +
q
a2 ¡X2

1 )

¶
:

A partir de esta expresi¶on se ve trivialmente que X1;X2 no son ei.
Ejercicio. Sean X1;X2 dos vaei y uniformemente distribuidas en el intervalo [0; 1].

Considere la transformaci¶on no lineal:

G1=

p
¡2 ln(X1) cos(2¼X2); G2 =

p
¡2 ln(X1) sen(2¼X2):

Demuestre que la distribuci¶on conjunta P2(G1;G2) corresponde a una densidad de proba-
bilidad gaussiana de dos vaei con media nula y variancia 1.

Ejercicio. Sea b una va uniformemente distribuida en el intervalo [0; 1]. Considere el
n¶umero aleatorio complejo Z = (1 + i)b. >Cu¶al es la distribuci¶on de probabilidad asociada
al n¶umero complejo Z = Z1 + iZ2? Calcule los momentos hZni usando la distribuci¶on de
probabilidad conjunta P2(Z1; Z2) y compare los resultados con los que se obtienen a partir
del c¶alculo directo: hZni = (1 + i)n hbni. En general, >en qu¶e condiciones es imprescindible
el conocimiento de la distribuci¶on conjunta P2(Z1; Z2) [17]?

Ejercicio. (Momentos condicionados.) Sean X1;X2 dos va igualmente distribuidas y
caracterizadas por P (X1;X2) en un cierto dominio DX . Estudie la posibilidad de considerar
los momentos condicionados h(X1 ¡X2)

mi a que la va X2 tome un valor ¯jo X
0

. Es decir,
para el primer momento se tieneD

X1 ¡X
0

E
=

Z
DX

³
X1 ¡X

0

´
P (X1 j X

0

) dX1:
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Compruebe que todos los momentos condicionados se obtienen, f¶acilmente, de¯niendo una
funci¶on caracter¶³stica condicionada, es decir:

GX1(k;X
0

) =

Z
DX

e
ik

³
X1¡X

0
´
P (X1 j X

0

) dX1;

donde
P (X1 j X

0

) = P (X1;X
0

)
.
P (X

0

):

Excursus. (Teor¶³a de perturbaci¶on aleatoria.) Considere la ecuaci¶on diferencial
d
dtF (t) = (H +B)F (t); donde H y B son constantes y B tiene car¶acter aleatorio. Mediante
la transformada de Laplace [ver secci¶on (3.17.3)] se puede convertir esta ecuaci¶on diferencial
en una ecuaci¶on algebraica para la inc¶ognita F (u); es decir:

uF (u)¡ F (0) = (H +B)F (u): (1.84)

En particular, interesa estudiar esta ecuaci¶on cuando la cantidad F (0) no es aleatoria. Si
usamos el concepto de proyector [ver secci¶on (1.11)] podemos calcular, en forma muy general,
el vm de F (u). Primero aplicamos P a la ecuaci¶on (1.84) y obtenemos:29

uPF ¡ F (0) = HPF + PBF = HPF + PBPF + PBQF: (1.85)

Luego aplicamos Q a la ecuaci¶on (1.84) y obtenemos:

uQF = HQF +QBF = HQF +QBPF +QBQF: (1.86)

La soluci¶on formal de (1.86) es QF = (u¡H)¡1 [QBPF +QBQF ] : Esta soluci¶on se puede
resolver mediante un proceso iterativo; entonces, la soluci¶on adopta la forma

QF =
1X
k=1

(GQB)k PF donde G ´ (u¡H)¡1:

Si introducimos esta expresi¶on en (1.85), obtenemos ¯nalmente una ecuaci¶on \cerrada" para
el vm de F (u); es decir:

uPF ¡ F (0) = HPF + PB
1X
k=0

(GQB)k PF: (1.87)

Muestre que esta ecuaci¶on se puede volver a escribir en la forma:

u hF i ¡ F (0) = H hF i+
* 1X
k=0

fBG (1¡P)gkB
+
hF i :

A partir de este desarrollo en serie es posible observar la estructura de los cumulantes de
Terwiel [15]. Esta ecuaci¶on es el punto de partida para formular una teor¶³a de pertur-
baci¶on para el c¶alculo del valor medio condicionado de la funci¶on F (t); cualquiera que sea
la distribuci¶on de probabilidad asociada a la cantidad B. En los cap¶³tulos 6 y 7 se ver¶a
que el estudio del transporte en medios desordenados est¶a relacionado con este ejemplo, es

29Por simplicidad en la notaci¶on escribimos F ´ F (u):
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decir: una ecuaci¶on diferencial con coe¯cientes aleatorios. A partir de (1.87) muestre que

si en la serie
P1
k=0 (GQB)

k se desprecian todos los t¶erminos con k ¸ 1; la soluci¶on en la
representaci¶on \temporal" viene dada por

hF (t)i = F (0) exp [(H + hBi) t] con t ¸ 0:

Por otro lado, si B tiene car¶acter gaussiano, el teorema de Novikov es de gran utilidad y
permite un desarrollo de perturbaci¶on alternativo para calcular PF ; este teorema da origen
a uno de los posibles m¶etodos para estudiar el problema de las °uctuaciones t¶ermicas en
sistemas din¶amicos [2], el an¶alisis de las °uctuaciones t¶ermicas ser¶a tratado en los cap¶³tulos
3 y 4. Cabe mencionar que en el caso en que B sea simult¶aneamente una funci¶on del tiempo
y de una va, el problema da origen al estudio de las perturbaciones estoc¶asticas [12], este
tema ser¶a presentado con detalle en el cap¶³tulo 3. Por ¶ultimo cabe destacar que la expresi¶on
(1.87) tambi¶en es v¶alida en el caso en que tanto H como B sean operadores.
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Cap¶³tulo 3

Elementos de procesos
estoc¶asticos

3.1 Introducci¶on

El estudio de la evoluci¶on temporal de la probabilidad es uno de los temas centrales de la
estad¶³stica moderna. Tanto el an¶alisis de la relajaci¶on como de la inestabilidad de un sistema
din¶amico pueden ser puestos en correspondencia directa con el estudio de trayectorias X(t)
de va que evolucionan en el tiempo; de aqu¶³ la importancia de la de¯nici¶on del concepto de
procesos estoc¶asticos [1, 2, 3].

3.1.1 Variable aleatoria dependiente del tiempo

Una variable aleatoria dependiente del tiempo o un proceso estoc¶astico (pe) es una funci¶on
aleatoria X*(t) de un argumento real

1 (continuo o discreto) t 2 [ti; tf ] y una va * sobre
D*. En lo que sigue supondremos que el pe es un escalar, por lo que su generalizaci¶on a
vectores o matrices es obvia. Entonces podemos interpretar un pe como una funci¶on f de
dos variables: t (el tiempo2) y * (la va).

X*(t) = f(t;*): (3.1)

Existen dos \representaciones" para de¯nir un pe:

(I) Representaci¶on en ensemble de realizaciones. Para cada valor ! del dominio D* de
la va *, X!(t) = f(t; !) es una funci¶on ordinaria del tiempo, com¶unmente llamada funci¶on
aleatoria o realizaci¶on del pe X*(t). Luego, caracterizar un pe es equivalente a dar el
ensemble de todas las realizaciones3 fX!(t)g , 8! 2 D*:

1La generalizaci¶on a d argumentos introduce el concepto de campo estoc¶astico.
2En general, si Xª(z) = f(z;ª); donde ª es una va y z 2 Re es cualquier variable ordinaria, la relaci¶on

Xª(z) tambi¶en permite de¯nir un pe (un pe espacial, por ejemplo). Es decir, no es restrictivo que z sea
el tiempo para poder de¯nir correctamente un pe. Sin embargo, el hecho de que z sea la variable temporal
permite una presentaci¶on muy did¶actica del concepto de pe [como contraejemplo ver ejercicio guiado de la
secci¶on (2.3.1)].

3En ocasiones, a una realizaci¶on del pe la denotaremos simplemente en la forma X(t).
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60 CAP¶ITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOC¶ASTICOS

(II) Representaci¶on en un conjunto numerable de variables aleatorias (representaci¶on m-
dimensional). Para cada tiempo ¯jo t

0

;X*(t
0

) es una nueva va [en realidad X*(t
0

) es una
transformaci¶on de coordenada de la va * en X*(t

0

)]. Entonces, para un conjunto arbitrario
de tiempos ftig; el pe X*(t) caracteriza completamente el conjunto de va fX*(ti)g.

Nota. En general, para cada ti; estas va no tienen por qu¶e ser ei. Por otro lado, el
dominio de la va X*(ti) puede ser continuo o discreto; adem¶as, * puede representar una o
varias va.

3.1.2 Funcional caracter¶³stica (representaci¶on en ensemble)

En la representaci¶on (I) podemos calcular valores medios sobre las realizaciones (obteniendo
as¶³ funciones ordinarias de t) simplemente promediando con la distribuci¶on de probabilidad4

P*(!); es decir:

hX*(t)i =
Z
D*
X!(t) P*(!) d!: (3.2)

Esta expresi¶on es v¶alida para todo t 2 [ti; tf ]. En general, los momentos en distintos tiempos
(arbitrarios) se calculan seg¶un la f¶ormula:

hX*(t1)X*(t2) ¢ ¢ ¢X*(tn)i =
Z
D*
X!(t1)X!(t2) ¢ ¢ ¢X!(tn) P*(!) d!: (3.3)

Entonces podemos de¯nir una funcional caracter¶³stica para generar los momentos del pe
X*(t), con t 2 [ti; tf ], en la forma

G([k]) ´
¿
exp

·
i

Z tf

ti

k(t)X*(t)dt

¸À
P*(!)

(3.4)

=
1X
m=0

im

m!

Z tf

ti

¢ ¢ ¢
Z tf

ti

k(t1) ¢ ¢ ¢ k(tm) hX*(t1) ¢ ¢ ¢X*(tm)i
mY
j=1

dtj :

Esta notaci¶on enfatiza que G([k]) depende de toda la funci¶on de \prueba" k(t), y no so-
lamente del valor que k(t) tome en un tiempo particular t

0

(note la similitud con la de¯nici¶on
de transformada de Fourier). La convergencia de la integral en (3.4) est¶a asegurada, pues
el tipo de funciones de prueba k(t) que est¶an permitidas, son aquellas que se anulan para
t su¯cientemente grande. De (3.4) se deduce que todos los momentos se obtienen por dife-
renciaci¶on5 de la funcional G([k]), entonces esta funcional caracteriza completamente al pe
X*(t). Es decir, dada una funcional G([k]), si podemos desarrollarla en la forma:

G([k]) = 1+ i

Z tf

ti

k(t1) hX*(t1)i dt1+
i2

2!

Z tf

ti

Z tf

ti

k(t1)k(t2) hX*(t1)X*(t2)i dt1 dt2+ ¢ ¢ ¢ ;

(3.5)
reconocemos f¶acilmente todos los momentos hX*(t1) ¢ ¢ ¢X*(tm)i del pe X*(t) como los
coe¯cientes proporcionales a los t¶erminos k(t1) ¢ ¢ ¢ k(tm) que aparecen en el desarrollo en
serie (3.5).

4En general supondremos que la va es continua; para los casos en que sea discreta ya hemos mostrado
que ambas presentaciones son equivalentes [ver ecuaci¶on (1.5) en la secci¶on (1.2.4)].

5En el pr¶oximo ejercicio optativo se presenta de manera \sencilla" la de¯nici¶on de derivada funcional. En
la secci¶on (3.10.2) se dan pautas para poder entender el concepto de derivada funcional como una derivada
\discreta".
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Alternativamente, tambi¶en se puede de¯nir una funcional \partici¶on" que es la que genera
los cumulantes6 del pe X*(t)

lnG([k]) =
1X
m=1

im

m!

Z tf

ti

¢ ¢ ¢
Z tf

ti

k(t1) ¢ ¢ ¢ k(tm) hhX*(t1) ¢ ¢ ¢X*(tm)ii
mY
j=1

dtj : (3.6)

Ejemplo. Note que en el l¶³mite determinista7 el logaritmo de la funcional caracter¶³stica
es lineal en k(t), pues

G([k]) ´
¿
exp

·
i

Z tf

ti

k(t)X*(t) dt

¸À
= exp

·
i

Z tf

ti

k(t1)X!d(t1) dt1

¸
:

Esta expresi¶on se obtiene de (3.4) considerando que en el mencionado l¶³mite se tiene

hX*(t1) ¢ ¢ ¢X*(tm)i ! X!d(t1) ¢ ¢ ¢X!d(tm);

o bien, a partir de (3.6) notando que

hhX*(t1) ¢ ¢ ¢X*(tm)ii ! 0 si m 6= 1;

y que el ¶unico cumulante no nulo es

hhX*(t1)ii ! X!d(t1):

Ejercicio. Calcule la funcional caracter¶³stica8 GX([k]) para el pe X*(t) = Ã(t)*; t 2
[ti; tf ]: En general, si la va * est¶a caracterizada por P*(!) sobreD*, muestre que la funcional
GX([k]) se escribe en la forma:

GX([k]) = G*

µZ tf

ti

k(t)Ã(t) dt

¶
; t 2 [ti; tf ];

donde G*(q) =
*
eiq*

®
es la funci¶on caracter¶³stica de la va *. Muestre que cuando * deja de

ser una va y se comporta como un par¶ametro (determinista) !d; la funcional caracter¶³stica
toma una estructura, en el argumento de la exponencial, que es lineal

GX([k]) = exp

·
i !d

Z tf

ti

k(t)Ã(t) dt

¸
; t 2 [ti; tf ]:

Ejercicio. Considere el pe del ejercicio anterior, pero ahora caracterice la va * con una
probabilidad de Poisson y calcule la funcional caracter¶³stica haciendo uso de un desarrollo
en cumulantes de *:

Ejercicio. (Ruido9 de Poisson.) Considere el pe Ã(t) =
Pn
¾=1A±(t ¡ t¾), donde los

tiempos aleatorios ft¾g est¶an uniformemente distribuidos en el intervalo [0; T ], y el n¶umero
6Sobre la de¯nici¶on habitual de cumulante, ver secci¶on (1.10). Dependiendo del tipo de va, suele convenir

de¯nir otra clase de cumulante, y por lo tanto su funci¶on generadora ser¶a diferente. Ver, por ejemplo, las
referencias [1, 5].

7En ese l¶³mite, Pª(!) ! ±(! ¡ !d):
8En ocasiones, cuando sea necesario enfatizar el pe Xª(t), denotaremos la funcional caracter¶³stica en la

forma GX([k]):
9El t¶ermino ruido o pe es equivalente.
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n de tiempos (para una realizaci¶on del pe) tambi¶en es una va y est¶a caracterizada por una
probabilidad de Poisson Pn = e¡¸¸n=n!, donde n = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢. Muestre que la funcional
caracter¶³stica del pe Ã(t) es

GÃ ([k]) = exp

"Z T

0

¸eiAk(s)
ds

T
¡ ¸

Z T

0

ds

T

#
; t 2 [0; T ]:

Muestre que si T !1 y ¸!1, de manera tal que ¸
T
! q, la funcional caracter¶³stica del

\ruido de Poisson" adopta una forma m¶as sencilla:

GÃ ([k]) = exp

·
q

Z 1

0

³
eiAk(s) ¡ 1

´
ds

¸
; t 2 [0;1]:

Ejercicio. Considere la suma de dos ruidos de Poisson estad¶³sticamente independientes
entre s¶³ con amplitudes A = §1; respectivamente. Muestre que la funcional de la suma de
dos ruidos de Poisson ' = Ã+ + Ã¡ viene dada por

G' ([k]) = exp

·
2q

Z 1

0

(cos k(s)¡ 1) ds
¸
; t 2 [0;1]:

Ejercicio. Considere ahora la suma de dos ruidos de Poisson Ã1; Ã2 estad¶³sticamente
independientes entre s¶³, pero con amplitudes aleatorias A = §1 equiprobables. Calcule la
funcional del ruido Á = Ã1 + Ã2. Estudie la diferencia entre esta funcional GÁ ([k]) y la del
ejercicio anterior G' ([k]).

Ejercicio optativo. Sea F ([Á]) una funcional arbitraria. Usando la de¯nici¶on generalizada
de derivada en el c¶alculo funcional [4]

±F ([Á])

±Á(¿)
=
dF [Á(t) + ¸ ±(t¡ ¿)]

d¸

¯̄̄̄
¸=0

;

muestre los siguientes resultados:

1. Si F ([Á]) = f(Á(t)); entonces:

±F [Á]

±Á(¿)
=
@f

@Á
±(t¡ ¿):

2. Si F [Á] = f (g(Á)) ; entonces
±F [Á]

±Á(¿)
=
@f

@g

±g

±Á(¿)
:

3. Si F [Á] = f
³
Á(t); _Á(t)

´
; entonces

±F [Á]

±Á(¿)
=
@f

@Á
±(t¡ ¿)¡ @f

@ _Á

d

d¿
±(t¡ ¿):

4. Si F [Á] =

Z
f
³
Á; _Á

´
dt; entonces

±F [Á]

±Á(¿)
=

@f

@Á(¿)
¡ d

d¿

@f

@ _Á(¿)
:
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Ejercicio. (Correlaciones deltiformes.) Considere un pe Ã(t) tal que todos sus
cumulantes vengan dados por la expresi¶on:

hhÃ(t1) ¢ ¢ ¢Ã(tm)ii = ¤m±(t1 ¡ t2)±(t1 ¡ t3) ¢ ¢ ¢ ±(t1 ¡ tm); m = 1; 2; 3; ¢ ¢ ¢ ;

es decir, todas sus correlaciones son deltiformes. Muestre que la funcional caracter¶³stica es

GÃ([k]) = exp

( 1X
m=1

im

m!
¤m

Z tf

ti

(k(t))m dt

)
; t 2 [ti; tf ]:

A estos pe se les llama ruidos blancos. El caso ¤m = 0; 8m ¸ 3 de¯ne el ruido gaussiano
blanco. Usando ¤m = q; 8m ¸ 1; vuelva a obtener la funcional del ruido de Poisson.

3.1.3 Jerarqu¶³a de Kolmogorov (representaci¶on multidimensional)

A partir de la representaci¶on (II) se observa que para caracterizar completamente al pe
X*(t) necesitamos especi¯car un conjunto in¯nito de densidades de probabilidad conjunta:

P1(x1; t1)
P2(x2; t2;x1; t1)

P3(x3; t3;x2; t2;x1; t1)
¢ ¢ ¢ etc.

(3.7)

¶Esta es la jerarqu¶³a de Kolmogorov del pe. Note que esta jerarqu¶³a es \sobre completa",
pues Pi se puede obtener marginando

10 Pi+1. La jerarqu¶³a debe satisfacer las condiciones
fundamentales de Kolmogorov [1]:

1. positividad: Pn ¸ 0 , n 2 N ;

2. simetr¶³a de permutaci¶on: (xk; tk)Ã! (xj ; tj);

3. marginalidad: Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1; t1) =
R
Pn+1(xn+1; tn+1; ¢ ¢ ¢;x1; t1) dxn+1; y

4. normalizaci¶on:
R
P1(x1; t1) dx1 = 1:

La jerarqu¶³a de Kolmogorov permite, por ejemplo, calcular la probabilidad

P2(x1; t1;x2; t2) dx1 dx2

de que el pe X*(t) tenga el valor [x1; x1+dx1] en el instante t1 y [x2; x2+dx2] en el instante
t2. Entonces, para todo t1, el momento o vm del pe viene dado por la f¶ormula11

hX(t1)i =
Z
Dx

x1 P1(x1; t1) dx1: (3.8)

La correlaci¶on a dos tiempos distintos se calcula en t¶erminos del segundo momento:

hX(t1)X(t2)i =
Z
Dx

Z
Dx

x1x2 P2(x2; t2;x1; t1) dx1 dx2; (3.9)

10Sobre la de¯nici¶on de distribuci¶on marginal, ver secci¶on (1.13.1).
11En lo que sigue estaremos siempre suponiendo que el dominio del pe es continuo, salvo que especi¯quemos

lo contrario.
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es decir, evaluando

hhX(t1)X(t2)ii = hX(t1)X(t2)i ¡ hX(t1)i hX(t2)i :

Comparando ambas representaciones se observa que

P1(x; t) = h± (x¡X*(t))iP*(!) : (3.10)

Esta aseveraci¶on puede f¶acilmente ser demostrada como sigue. De la representaci¶on en
ensemble (I) se observa que el vm sobre todas las realizaciones es

hX*(t)i =
Z
D*

X!(t)P*(!) d! :

Por otro lado, utilizando la representaci¶on multidimensional (II) y la ecuaci¶on (3.10) se tiene
para un t

0

¯jo arbitrarioD
X(t

0

)
E

´
Z
Dx

x P1(x; t
0

) dx =

Z
Dx

x
D
±
³
x¡X*(t

0

)
´E

P*(!)
dx

=

¿Z
x ±

³
x¡X*(t

0

)
´
dx

À
P*(!)

=
D
X*(t

0

)
E
P*(!)

;

lo cual demuestra la equivalencia.
An¶alogamente, tambi¶en podemos escribir la distribuci¶on de probabilidad conjunta de

n-tiempos en la forma:

Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1; t1) = h± (x1 ¡X*(t1)) ¢ ¢ ¢ ± (xn ¡X*(tn))iP*(!) : (3.11)

Dependiendo de los procesos f¶³sicos que se quieran modelar, puede ocurrir que sea m¶as
conveniente usar una representaci¶on que la otra. La primera representaci¶on, en ensemble, se
utiliza frecuentemente en c¶alculos matem¶aticos y de perturbaciones, mientras que la segunda
representaci¶on recuerda m¶as la noci¶on intuitiva de la densidad de probabilidad usada en la
mec¶anica estad¶³stica del equilibrio.

Ejemplos

1. Supongamos que un sistema f¶³sico (dependiente del tiempo) puede ser modelado por
un pe \multiplicativo" de la forma

X*(t) = Ã(t)*;

donde Ã(t) es una funci¶on arbitraria del tiempo y * es una va arbitraria caracterizada
por su distribuci¶on de probabilidad P*(!) sobreD*. Aqu¶³ se observa que los momentos
del pe est¶an determinados por los momentos de la va *

hX*(t)i = Ã(t) h*i
hX*(t1)X*(t2)i = Ã(t1)Ã(t2)

*
*2

®
¢ ¢ ¢ etc.

Entonces, en este caso particular es evidente que resulta considerablemente m¶as sen-
cillo calcular todas las propiedades estad¶³sticas del pe utilizando la representaci¶on en
ensemble (I).
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2. Supongamos que modelamos un pe X*(t) a partir de cierta informaci¶on que dispone-
mos sobre la distribuci¶on de probabilidad conjunta Pn (jerarqu¶³a de Kolmogorov).
Est¶a claro entonces que la representaci¶on m¶as sencilla de usar ser¶a la segunda si, por
ejemplo, conocemos que Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1; t1) factoriza para todo n seg¶un

Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1; t1) =
nY
i=1

P1(xi; ti): (3.12)

Es decir, la va asociada al instante t es estad¶³sticamente independiente de la va aso-
ciada a cualquier otro tiempo t

0

. Adem¶as, para todo t ¯jo el pe establece una trans-
formaci¶on de coordenada espec¶³¯ca * ! X*(t), la cual est¶a caracterizada por la
distribuci¶on P1(x; t): Aqu¶³ P1(x; t)dx da la frecuencia relativa con que la realizaci¶on
est¶a en el intervalo [x; x+dx] en el instante t. Entonces es evidente que este pe queda
completamente caracterizado por la ecuaci¶on (3.12).

3.1.4 Generalidades sobre la representaci¶on multidimensional

En la representaci¶on (II) suele ser conveniente eliminar toda notaci¶on super°ua (sub¶³ndice
*, etc.), por lo que de aqu¶³ en adelante al pe lo denotaremos X(t) ´ X*(t).

La funci¶on densidad de probabilidad P1(x1; t1) es positiva, y para todo t 2 [ti; tf ] est¶a
relacionada con la probabilidad de que la va X(t1) tome un valor determinado seg¶unZ b

a

P1(x1; t1) dx1 = Prob. [a < X(t1) < b]:

Note la diferente notaci¶on para caracterizar el pe X(t), la va X(t1) y la realizaci¶on X(t) [es
decir, la funci¶on aleatoria del tiempo X!(t)]. En los casos en que esto no traiga confusi¶on
alguna simpli¯caremos la notaci¶on.

Es de destacar que P1(x; t) es necesaria pero no es su¯ciente para caracterizar al pe X(t).
Para describir completamente un pe [o sea: el conocimiento estad¶³stico de toda realizaci¶on
posible] es necesario conocer la densidad de probabilidad conjunta n-dimensional. Es decir,
la probabilidad conjunta

Pn(xn; tn; : : : ;x2; t2;x1; t1)
nY
i=1

dxi;

para todo n y ftlg tiempos arbitrarios.
En el caso particular de 2-tiempos la cantidad P2(x2; t2;x1; t1) dx1 dx2 da la probabilidad

de que las realizaciones X(t) pasen por las ventanas:12 [x1; x1 + dx1] en el instante t1 y
[x2; x2 + dx2] en el instante t2.

Un caso especial es el segundo ejemplo de la secci¶on anterior. All¶³ el pe X(t) estaba
completamente caracterizado por P1(x; t). Esto es as¶³ solamente si las va fX(t1)¢¢¢X(tn)g son
ei para todos los tiempos ft1; ¢ ¢ ¢; tng 2 [ti; tf ]: Es decir, en ese caso la probabilidad conjunta
de n-tiempos se reduce a la productoria de densidades de probabilidad de 1-tiempo. Estos
son los pe no correlacionados, llamados com¶unmente procesos completamente aleatorios, y
se ponen en correspondencia directa con las vaei de la teor¶³a usual de la probabilidad.

12Aqu¶³ (; ) est¶a signi¯cado en un sentido boleano; o sea, P (A\B) ) P (A;B). Recuerde que P (A\B) = 0
s¶olo si los eventos son mutuamente excluyente, ver secci¶on (1.1).
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En lo que sigue supongamos, por el momento, que el pe X(t) en estudio tiene vm nulo
hX(t)i = 0: Esto no restringe para nada nuestro an¶alisis, pues siempre es posible considerar
un nuevo pe X(t) = Y(t) ¡ hY (t)i. En la representaci¶on (II) los momentos o vm del pe
X(t) son simplemente los momentos de una va multidimensional. En particular, una funci¶on
de correlaci¶on de n-tiempos viene dada en t¶erminos del momento n-¶esimo:13

hX(tn) ¢ ¢ ¢X(t1)i =
Z
Dx

¢ ¢ ¢
Z
Dx

x1 ¢ ¢ ¢ xn Pn(xn; tn; : : : ;x2; t2;x1; t1)
nY
i=1

dxi: (3.13)

Como ya hemos mencionado, el conjunto de distribuciones de probabilidad conjunta
de n-tiempos debe satisfacer ciertas condiciones particulares. ¶Estas son las condiciones
de compatibilidad, que no son m¶as que la generalizaci¶on del concepto de distribuciones
marginales a pe X*(t). Un teorema fundamental de Kolmogorov

14 prueba que esta jerarqu¶³a
(numerable) de distribuciones es necesaria y su¯ciente para caracterizar completamente el
ensemble de las funciones aleatorias X!(t). ¶Este es un resultado no trivial, pues asegura que
s¶olo necesitamos conocer la probabilidad de que la funci¶on aleatoria X!(t) tome un n¶umero
de valores xi en tiempos discretos y arbitrarios, en lugar de las incontables posibilidades
permitidas por la variable continua t.

3.1.5 Generalidades sobre la representaci¶on en ensemble

La jerarqu¶³a de Kolmogorov se puede obtener por cuadratura a partir de la funcional carac-
ter¶³stica del pe. En efecto, en general podemos invertir la funcional GX ([k]) introduciendo
una transformada de Fourier n-dimensional, y de esa manera podemos obtener una expresi¶on
formal para la probabilidad conjunta de n-tiempos:

Pn(xn; tn; : : : ;x2; t2;x1; t1) =
1

(2¼)n

Z
dk1 ¢ ¢ ¢

Z
dkn e

¡iPn
j=1 kjxj

£GX ([k(t)])k(t)=k1±(t¡t1)+¢¢¢+kn±(t¡tn) :

Note que este resultado permite obtener toda la jerarqu¶³a de Kolmogorov; es decir, la
caracterizaci¶on completa del pe cualquiera que sea la clase de proceso.

Ejercicio optativo. Suponga que la expresi¶on para el lnGX ([k]) se corta en el segundo
cumulante. A partir de la f¶ormula (3.6) obtenga la probabilidad P1(x1; t1) y la probabilidad
conjunta de dos tiempos P2(x1; t1;x2; t2).

3.2 Probabilidad condicionada

La probabilidad de que la funci¶on aleatoria X!(t) pase por la \ventana" alrededor de xn en
el instante tn dado que pas¶o por xn¡1 en el instante tn¡1 y en xn¡2 en el instante tn¡2; etc.,
estar¶a dada en t¶erminos de la distribuci¶on de probabilidad condicionada:

P (xn; tn j xn¡1; tn¡1; : : : ;xi; ti; : : : ;x1; t1):
13La generalizaci¶on al concepto de correlaci¶on de n-tiempos viene dada por la de¯nici¶on misma de cumu-

lante de n-tiempos, ver secci¶on (1.10) y el ¶ultimo ejercicio de la secci¶on (3.1.2).
14Este teorema fue demostrado por Kolmogorov en 1933 (publicado en alem¶an). M. Kac y J. Logan

presentan su enunciado en forma muy amena en la p¶agina 14 del libro Fluctuation Phenomena, Eds. E.W.
Montroll and J.L. Lebowits, Amsterdam, Elsevier Science Publisher B.V. (1979).
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Al igual que en el cap¶³tulo 1, la relaci¶on entre la probabilidad conjunta de n-tiempos y la
probabilidad condicionada viene dada por la regla de Bayes:

P (xn; tn;xn¡1; tn¡1; : : : ;xi; ti j xi¡1; ti¡1; : : : ;x1; t1) =

Pn(xn; tn;xn¡1; tn¡1; : : : ;xi; ti;xi¡1; ti¡1; : : : ;x1; t1)
Pi¡1(xi¡1; ti¡1; : : : ;x1; t1)

:
(3.14)

Aqu¶³ se ha supuesto un orden en el conjunto de tiempos: t1 < t2 < : : : < tn: En nuestra
notaci¶on (¢ ¢ ¢ j ¢ ¢ ¢) signi¯ca dado que.15

Ejercicio. Muestre, en particular, que la probabilidad condicionada P (x2; t2 j x1; t1)
cumple con la condici¶on: limt2!t1 P (x2; t2 j x1; t1)! ±(x2 ¡ x1).

Ejercicio optativo. Sean q(t) y p(t) las trayectorias, en el espacio de las fases, de una
part¶³cula libre. Considere q(0); p(0) como las condiciones iniciales aleatorias caracterizadas
por la distribuci¶on de probabilidad P (q(0); p(0)). Calcule:

P1(x1; p1; t1)
P2(x2; p2; t2;x1; p1; t1)
P (x2; p2; t2 j x1; p1; t1):

Note que aqu¶³ estamos introduciendo un par ordenado xi; pi en cada instante ti:

3.3 Procesos de Markov

Un caso particular de (3.14) se presenta cuando la condici¶on del \pasado" est¶a dada en un
solo tiempo anterior. Por ejemplo, P (x2; t2 j x1; t1) es una probabilidad condicionada t¶³pica,
y suele llamarse propagador del sistema. Una clase muy particular de pe est¶a constituida
por los procesos de Markov [1]. La probabilidad condicionada de estos pe s¶olo depende del
tiempo menos \remoto". Esto es, un pe de Markov no depende de la historia completa de
las condiciones dadas. En un proceso de Markov el futuro no depende del pasado, sino del
presente dado, o sea:

P (xn; tn; : : : ;xi; ti j xi¡1; ti¡1; : : : ;x1; t1) = P (xn; tn; : : : ;xi; ti j xi¡1; ti¡1): (3.15)

Esta ecuaci¶on puede tomarse como la de¯nici¶on misma de un proceso de Markov. Los
pe de Markov son la complicaci¶on inmediata y siguiente de los pe no correlacionados (rui-
dos completamente aleatorios). Esto es, para caracterizar un pe de Markov es necesario
conocer solamente 2 objetos matem¶aticos: P (xi; ti j xi¡1; ti¡1) y P1(x; t). Esta estructura
marca una diferencia fundamental en cuanto a la variedad de aplicaciones en las que los
pe de Markov intervienen. Sin embargo, no por ello los ruidos completamente aleatorios
y los ruidos blancos son menos importantes. Cuando se modelan distintos sistemas, se
debe determinar (te¶oricamente) a que nivel de la descripci¶on f¶³sica intervienen los pe no
correlacionados como representantes de variables que °uct¶uan en escalas de tiempo cortas
comparadas con todas las escalas temporales del experimento en cuesti¶on. Los procesos de
Markov, con su estructura m¶as compleja, surgen naturalmente en muchas aplicaciones de la
f¶³sica, como soluci¶on de ecuaciones diferenciales con coe¯cientes que son funciones aleatorias
±-correlacionadas (o sea, coe¯cientes dependientes del tiempo que son ruidos blancos16).

15Ver secciones (1.2.1) y (1.13).
16Los ruidos blancos son pe no correlacionados y adem¶as singulares; ver, por ejemplo, secci¶on (3.9).
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Ejercicio. Muestre que para un pe de Markov la densidad de probabilidad conjunta de n-
tiempos est¶a completamente caracterizada por el propagador y la densidad de probabilidad
de 1-tiempo:

Pn(xn; tn;xn¡1; tn¡1; : : : ;xi; ti;xi¡1; ti¡1; : : : ;x1; t1) =

P (xn; tn j xn¡1; tn¡1) : : : P (xi; ti j xi¡1; ti¡1) : : : P (x2; t2 j x1; t1)P (x1; t1):
(3.16)

Ejercicio. Pruebe que el pe X*(t) = Ã(t)*, donde * es una va arbitraria, es un pe de
Markov.

Ejercicio guiado. (Memoria markoviana.) Considere la ecuaci¶on determinista: _x =
N(x). Si escribimos su soluci¶on en la forma x(t) = Á(x0; t0; t), donde (x0; t0) es la condici¶on
inicial del problema, es f¶acil demostrar que x(t) puede ser considerado como un pe de Markov
(singular), aun cuando la memoria del sistema determinista sea in¯nita. Para demostrar esta
aseveraci¶on usamos simplemente el hecho de que si un pe es de Markov, entonces se debe
cumplir (8 tn ¸ tn¡1 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ t0) que

P (xn; tn;xn¡1; tn¡1; ¢ ¢ ¢ j x0; t0) = P (xn; tn j xn¡1; tn¡1) ¢ ¢ ¢P (x1; t1 j x0; t0):

Ahora bien, de la de¯nici¶on de probabilidad conjunta de 2-tiempos

P (x2; t2;x1; t1 j x0; t0) = h± [x2 ¡ Á(x0; t0; t2)] ± [x1 ¡ Á(x0; t0; t1)]i ;

y del propagador

P (xn; tn j xn¡1; tn¡1) = h± [xn ¡ Á(xn¡1; tn¡1; tn)]i ;

se deduce que

± [x2 ¡ Á(x0; t0; t2)] ± [x1 ¡ Á(x0; t0; t1)] = ± [x2 ¡ Á(x1; t1; t2)] ± [x1 ¡ Á(x0; t0; t1)] : (3.17)

Aqu¶³ hemos considerado que no existen elementos aleatorios porque el sistema es deter-
minista, por lo que podemos eliminar los vm; as¶³, por ejemplo: h± [x1 ¡ Á(x0; t0; t1)]i =
± [x1 ¡ Á(x0; t0; t1)] ; etc. Luego, de (3.17) se deduce que Á(x0; t0; t2) = Á(x1; t1; t2), lo cual
es cierto por tratarse de un sistema determinista donde x1 = Á(x0; t0; t1). Se llega a la
misma conclusi¶on al estudiar la probabilidad conjunta de n-tiempos. Es decir: un proceso
determinista tiene memoria in¯nita pero con s¶olo dar la condici¶on inmediatamente anterior
es su¯ciente. Esta ¶ultima caracter¶³stica coincide con la de¯nici¶on de pe markoviano, la cual
usa el hecho de que s¶olo la historia (condicionada) inmediatamente anterior es necesaria
para caracterizar el futuro. Por otro lado, tambi¶en podemos de¯nir un pe introduciendo
variables aleatorias en el sistema determinista. As¶³, por ejemplo, el valor inicial x0 podr¶³a
ser una va, en cuyo caso el proceso as¶³ de¯nido no ser¶a, en general, markoviano.

3.3.1 Ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov

La ecuaci¶on integral (ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov) que satisface la probabilidad
condicionada de un pe de Markov es

P (xn; tn j x1; t1) =
Z
Dx

P (xn; tn j xi; ti)P (xi; ti j x1; t1) dxi: (3.18)
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Figura 3.1: Distribuci¶on de probabilidad de Lorentz para tres valores de tiempo t2 ¡ t1.

Esta ecuaci¶on tambi¶en se puede tomar como de¯nici¶on de un proceso de Markov. Recuerde
que un proceso de Markov est¶a completamente caracterizado por la distribuci¶on P1(x; t) y
el propagador P (x; t j x0; t0). Por consiguiente estas dos funciones no pueden ser elegidas
arbitrariamente, sino que deben satisfacer la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov (3.18) y las
relaciones de compatibilidad de la jerarqu¶³a. Es decir, dos funciones no negativas:

P1(x; t) y P (x; t j x0; t0);
que satisfacen las relaciones de compatibilidad, (3.7), y adem¶as el propagador cumple (3.18),
de¯nen un ¶unico pe de Markov. Este teorema no debe confundirse con la caracterizaci¶on (a
veces mal entendida) de la ecuaci¶on diferencial que satisface P1(x; t) (err¶oneamente llamada
Ecuaci¶on Maestra markoviana,17 cuando ¶esta no tiene un n¶ucleo de memoria).

Ejercicio. (Prueba de 3.18.) Obtenga la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov a partir
del hecho de que el futuro de un proceso de Markov no depende del pasado sino del presente
dado (3.15).

Ejercicio. (Distribuci¶on de Lorentz.) Considere las siguientes funciones no negativas:

P1(x; t) =
t=¼

(x2 + t2)

P (x2; t2 j x1; t1) =
(t2 ¡ t1)=¼

(x2 ¡ x1)2 + (t2 ¡ t1)2

y muestre que el proceso as¶³ de¯nido es de Markov [Caminata Aleatoria (Random Walk) de
Cauchy, ver tambi¶en cap¶³tulo 6]. En la ¯gura (3.1) se muestra la probabilidad condicionada

17Un an¶alisis detallado de la Ecuaci¶on Maestra se presentar¶a en el cap¶³tulo 6.
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P (x2; t2 j x1; t1) para x1 = 1 y distintos valores de tiempo t2 ¡ t1. Una discusi¶on sobre la
divergencia de los momentos de esta distribuci¶on se presenta en la secci¶on (1.4.2).

Ejercicio optativo. (Proceso dicot¶omico.) Considere el caso particular en que el pe
s¶olo puede tomar dos valores (f¢;¡¢g, por ejemplo), es decir, el dominio Dx es discreto.
Como ya hemos comentado, podemos usar las mismas de¯niciones para caracterizar proce-
sos de¯nidos sobre un espacio de muestra continuo o discreto. Entonces, estudiemos aqu¶³
la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov en el caso en que Dx sea discreto.18 Considere la
probabilidad de 1-tiempo

P1(x; t) =
®

®+ °
±x;¢ +

°

®+ °
±x;¡¢;

y el propagador

P (x2; t2 j x1; t1) =
1

®+ °

³
®+ °e¡(®+°)(t2¡t1)

´
±x2;¢ ±x1;¢ +

+
®

®+ °

³
1¡ e¡(®+°)(t2¡t1)

´
±x2;¢ ±x1;¡¢ +

+
°

®+ °

³
1¡ e¡(®+°)(t2¡t1)

´
±x2;¡¢ ±x1;¢ +

+
1

®+ °

³
° + ®e¡(®+°)(t2¡t1)

´
±x2;¡¢ ±x1;¡¢:

Muestre que el proceso as¶³ de¯nido es de Markov. ¶Este es el proceso dicot¶omico o proceso
del telegra¯sta; una representaci¶on matricial de la probabilidad condicionada se presenta en
el cap¶³tulo 6. En particular, en la secci¶on (6.3.1) se relacionan las magnitudes ®; ° con las
cantidades f¶³sicas del modelo.19 Calcule el vm hX(t)i y el vm condicionado hX(t)ijX(0)=¢ :

Excursus. (Procesos semimarkovianos.) Es interesante aqu¶³ llamar la atenci¶on sobre
la existencia de casos especiales en los que la probabilidad condicionada puede depender de
\dos" condiciones pasadas y, sin embargo, el pe puede considerarse de Markov si se rede¯nen
los estados [ver, por ejemplo, G.H. Weiss, Aspects and Applications of the Random Walk,
Amsterdam, North-Holland (1994), p¶agina 6]. Por otro lado, existen pe que veri¯can la
ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov sin ser procesos de Markov [ver, por ejemplo, P. L¶evy,
Comptes Rendus Acad¶emie Sciences (Par¶³s), 228, 2004, (1949); W. Feller, Ann. Math. Stat.
30, 1252, (1959)]; a partir de este resultado se concluye inmediatamente que la ecuaci¶on de
Chapman-Kolmogorov es una condici¶on necesaria pero no su¯ciente.

3.4 Procesos estacionarios

En general, un pe es estacionario si todas las distribuciones de probabilidad conjuntas de
n-tiempos satisfacen, para todo ¿ , la invariancia continua de traslaci¶on temporal:

Pn(xn; tn;xn¡1; tn¡1; : : : ;x1; t1) = Pn(xn; tn + ¿ ;xn¡1; tn¡1 + ¿ ; : : : ;x1; t1 + ¿):

18La integral en (3.18) se reemplaza por una sumatoria.
19En este caso es sencillo vizualizar una posible realizaci¶on del pe.
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Por lo tanto, la distribuci¶on de probabilidad de 1-tiempo ha de ser independiente de
t si el pe es estacionario.20 Por consiguiente, si el proceso es estacionario se deduce que
P1(x; t) = Pest(x).

Ejercicio. Demuestre que la funci¶on de correlaci¶on hhX(t1)X(t2)ii de un pe estacionario
s¶olo depende de la diferencia de tiempos jt1 ¡ t2j.

Ejercicio guiado. (C¶alculo de la probabilidad estacionaria.) Mostremos que la dis-
tribuci¶on de probabilidad estacionaria Pest(x) se puede obtener (si existe) a partir de la
probabilidad condicionada P (x1; t1 j x0; t0). Primero notemos de la de¯nici¶on de probabili-
dad conjunta de 2-tiempos y del concepto de distribuci¶on marginal que

P1(x1; t1) =

Z
P (x1; t1 j x0; t0) P (x0; t0) dx0:

Pero si el proceso es estacionario se deduce que

Pest(x1) =

Z
P (x1; t1 ¡ t0 j x0; 0) Pest(x0) dx0 ; (3.19)

de aqu¶³ se observa que si se cumple que

Pest(x1) = lim
t1!1P (x1; t1 ¡ t0 j x0; 0) = lim

t0!¡1P (x1; t1 ¡ t0 j x0; 0); 8x0;

entonces Pest(x1) es soluci¶on de la ecuaci¶on integral (3.19). De este resultado se deduce
que es posible obtener, a partir de un l¶³mite adecuado en la probabilidad condicionada, la
probabilidad estacionaria Pest(x) del proceso. Note que si el pe es de Markov y estacionario,
entonces el solo conocimiento de la probabilidad condicionada es su¯ciente para caracterizar
por completo al proceso en cuesti¶on.

Ejemplo. Sea el pe T(t) = Xn, donde fXjg es un conjunto in¯nito de vaei caracterizadas
por una ¶unica distribuci¶on de probabilidad P (Xj) y adem¶as

n+* < t < n+ 1 +* con n 2 Z;

donde * es una variable aleatoria con distribuci¶on P*(!) sobre D* = [0; 1]. Una condici¶on
necesaria para que el pe T(t) sea estacionario es que su primer momento sea independiente
del tiempo. Veamos esa condici¶on:

hT (t)iP*(!)Q j P (Xj)
=

X
j

hXji
Z 1

0

d! P*(!) £(t¡ j ¡ !) £(! + j + 1¡ t); (3.20)

donde £(z) indica la funci¶on escal¶on (ver cap¶³tulo 1). Para un tiempo ¯jo t; en la sumatoria
(3.20) existir¶an varias Xj que cumplan con las condiciones impuestas, en la integraci¶on, por
las dos funciones escal¶on: £(t ¡ j ¡ !) y £(! + j + 1 ¡ t). Por ejemplo, supongamos que
la parte entera de t es m, entonces podemos escribir t = m + ², donde ² es una cantidad
arbitraria en [0; 1]. A partir de (3.20) es f¶acil comprobar que solamente existen dos valores
de j que cumplen con las condiciones de los l¶³mites de integraci¶on. Entonces, si se cumple
la condici¶on

j = m;

20Un ejemplo t¶³pico de pe estacionario es el de las °uctuaciones temporales de las variables macrosc¶opicas
en torno del equilibrio termodin¶amico.
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se in¯ere que el dominio de integraci¶on es [0; ²], o sea,
R ²
0
P*(!) d!. Mientras que de la

condici¶on
j = m¡ 1

se deduce que la integraci¶on ser¶a
R 1

²
P*(!) d!. A partir de estos resultados y de (3.20) se

observa que para t = m+ ²

hT (t)iP*(!)Q j P (Xj)
= hXmi

Z ²

0

d! P*(!) + hXm¡1i
Z 1

²

d! P*(!);

de lo cual se deduce, por ser Xj id¶enticamente distribuidas, que

hT (t)iP*(!)Qj P (Xj)
= hXi

Z 1

0

d! P*(!) = hXi :

Ejercicio optativo. Demuestre que T(t) es un pe estacionario. >Cu¶al es la relevancia de
la elecci¶on de las distribuciones P*(!) y P (Xj)?

Ejercicio. Calcule el vm de T(t) cuando las variables Xj son estad¶³sticamente inde-
pendientes, pero no igualmente distribuidas. En estas condiciones, >es estacionario el pe
T(t)?

3.5 Procesos no estacionarios 2¼-peri¶odicos¤

De particular inter¶es son los pe que asint¶oticamente cumplen una invariancia de traslaci¶on
temporal discreta (en general, pe no estacionario T -invariante), donde T es cierto per¶³odo.
Es decir, 8m = 1; 2 ¢ ¢ ¢ se tiene que

Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢ ;x1; t1) = Pn(xn; tn +mT ; ¢ ¢ ¢ ;x1; t1 +mT ); 8n: (3.21)

Casos de este tipo ocurren en sistemas din¶amicos, en presencia de ruidos, que son modulados
por fuerzas peri¶odicas en el tiempo. En estos procesos suele ser importante estudiar los
comportamientos asint¶oticos (tiempos largos) de las distribuciones de probabilidad conjunta
de n-tiempos y funciones de correlaci¶on21 [5, 6, 7].

Ejercicio. Muestre que un pe 2¼-peri¶odico no puede ser estacionario.
Como consecuencia de la simetr¶³a de traslaci¶on discreta (3.21), en el estado asint¶otico,

los momentos, correlaciones, etc., del pe X(t) depender¶an de los tiempos absolutos ftlg as¶³
como de sus diferencias. Sin embargo, la dependencia en los tiempos absolutos satisface la
periodicidad ftl ! tl +mTg. Entonces, si 0 < ¿ < T , se tiene que la estad¶³stica del pe
X(t+ ¿) es diferente de la estad¶³stica del pe X(t), es decir:

hX(t+ ¿)i 6= hX(t)i
hX(t1 + ¿)X(t2 + ¿)i 6= hX(t1)X(t2)i

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

Podemos decir que la diferencia entre los pe X(t+ ¿) y X(t) es una fase. Entonces, en
situaciones reales, cuando la fase es importante, decimos que el sistema es coherente, y la
utilidad de un pe 2¼-peri¶odico es obvia. Por otro lado, si la fase no es relevante, decimos

21Ver secci¶on (4.8).
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que el sistema es incoherente, y entonces, podemos introducir un promedio en ¿ en el pe
2¼-peri¶odico, es decir, invocar una difusi¶on aleatoria de la fase.

Excursus. La noci¶on de resonancia estoc¶astica, es decir, la ampli¯caci¶on de una respuesta
din¶amica mediante la introducci¶on de ruido en el sistema, tiene su g¶enesis en los pe no
estacionarios 2¼-peri¶odicos [ver referencia [5] Vol. 1, p¶ag. 139. Una revisi¶on de distintas
aplicaciones del fen¶omeno de la resonancia estoc¶astica se puede ver en Proc. of the NATO
Adv. Res. Workshop: Stochastic Resonance in Physics and Biology, J. Stat. Phys. 70, N:
1/2, (1993)].

Ejercicio optativo. Muestre que la funci¶on de correlaci¶on de un pe no estacionario 2¼-
peri¶odico

hhX(t1)X(t2)ii ;
depender¶a, en el r¶egimen asint¶otico, de ambos argumentos. En particular, demuestre que
en el estado asint¶otico la funci¶on de correlaci¶on depende de j t1 ¡ t2 j y tambi¶en, en forma
peri¶odica, de los tiempos t1; t2. Ayuda: use series de Fourier para representar el pe X(t).

Otro ejemplo t¶³pico de pe no estacionario 2¼-peri¶odico, es el de las °uctuaciones en
circuitos el¶ectricos sometidos a °ujos de corrientes alternas. Ver la secci¶on (3.12.1) para el
caso en que el proceso sea tambi¶en gaussiano.

3.6 Movimiento browniano (proceso de Wiener)

El ejemplo can¶onico de procesos de Markov es el movimiento browniano, tambi¶en referido
como proceso de Wiener. Denotaremos porW(t) al proceso de Wiener. Este pe de Markov
(no estacionario) est¶a caracterizado por la densidad de probabilidad de 1-tiempo

P1(w; t = 0) = ±(w) (3.22)

y tiene por propagador una densidad gaussiana:

P (w2; t2 j w1; t1) =
1p

2¼(t2 ¡ t1)
exp

µ
¡(w2 ¡w1)

2

2(t2 ¡ t1)

¶
: (3.23)

En la ¯gura (3.2) se muestra el propagador P (w2; t2 j w1; t1) para w1 = 1 y distintos valores
de t2 ¡ t1. De aqu¶³ se puede observar que el \ancho" del propagador gaussiano va como
2
p
t2 ¡ t1; no as¶³ para el propagador de Lorentz de la ¯gura (3.1).
Ejercicio. Demuestre (use densidades marginales) que la densidad de probabilidad de

1-tiempo en t 6= 0 viene dada por

P1(w; t) =
1p
2¼t

exp

µ
¡w2

2t

¶
: (3.24)

A partir de (3.24) se observa que para un t ¯jo, W (t) es una va gaussiana de media nula
y variancia t. El pe W(t) estar¶a completamente caracterizado si se conoce la distribuci¶on
de probabilidad conjunta de n-tiempos. Por otro lado, usando (3.16) se observa que

Pn(wn; tn;wn¡1; tn¡1; : : : ;w1; t1) =
1p

2¼(tn ¡ tn¡1)
exp

µ
¡(wn ¡wn¡1)2
2(tn ¡ tn¡1)

¶

£ ¢ ¢ ¢ 1p
2¼(t2 ¡ t1)

exp

µ
¡(w2 ¡w1)

2

2(t2 ¡ t1)

¶
1p
2¼t1

exp

µ
¡w1

2

2t1

¶
;

(3.25)
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Figura 3.2: Propagador de Wiener para tres valores de tiempo t2¡ t1. Las l¶³neas de puntos
corresponden a la caminata aleatoria de Cauchy (distribuci¶on de Lorentz) para los mismos
tiempos. El semiancho para la distribuci¶on gaussiana [en el caso

p
t2 ¡ t1 =

p
5 ' 2; 23] se

muestra con una °echa doble en la ¯gura 3.2

de donde se deduce que el movimiento browniano es un procesos gaussiano pues

fW (t1); : : : ;W (tn)g

son va conjuntamente distribuidas en forma gaussiana. Un muestreo arbitrario del pe
W(t) (para ftng discretos 2 [ti; tf ]) tendr¶a un peso estad¶³stico dado por la distribuci¶on de
probabilidad conjunta (3.25).

Excursus. En el l¶³mite ¢t = jtj ¡ tj¡1j ! 0 la distribuci¶on conjunta de n-tiempos (3.25)

tiende a una distribuci¶on de probabilidad funcional. ¶Esta fue la idea original de la integral
funcional introducida por Wiener en 1921, la cual luego dio lugar a la integral de caminos de
Feynman. En general, se puede demostrar que todo pe de Markov puede ser caracterizado,
completamente, mediante una integral de caminos adecuados [8].

Ejercicio. Muestre que los momentos y correlaci¶on de dos tiempos del proceso de Wiener
est¶an dados por

*
W (t)2n+1

®
= 0

*
W (t)2n

®
=

(2n)!

2n n!
tn (3.26)

hW (t)W (s)i = min(t; s):

Ayuda: cuando integre en dW dW 0 use el cambio de variables z =W ¡W 0, y =W:
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Ejercicio optativo. Use el teorema de Novikov (ver cap¶³tulo 1) para calcular el momento
de orden cuatro:

hW (t1)W (t2)W (t3)W (t4)i :

3.6.1 Incrementos del proceso de Wiener¤

Otro pe, muy importante, que aparece cuando se estudian ecuaciones diferenciales con
perturbaciones estoc¶asticas gaussianas (y que est¶a relacionado con el movimiento browniano)
es el pe de los incrementos del proceso de Wiener:

¢W(t) =W(t+¢)¡W(t); para todo valor del par¶ametro ¢: (3.27)

El pe de los incrementos de Wiener, para un t arbitrario dado, es una va gaussiana de
media nula y variancia ¢; veamos

*
¢W (t)2

®
=

D
(W (t+¢)¡W (t))2

E
=
*
W (t+¢)2

®
¡ 2 hW (t+¢) ¢W (t)i+

*
W (t)2

®
(3.28)

= (t+¢)¡ 2t+ t = ¢:

El hecho de que las realizaciones del movimiento browniano sean altamente irregulares
(rugosas), en diferentes escalas de tiempo (factores de magni¯caci¶on de la \gra¯ca" W (t)),
muestra que existen ciertas propiedades estad¶³sticamente autosimilares en el registro de W
frente a t:

Ejercicio. Demuestre que la correlaci¶on de dos incrementos de Wiener para tiempos
disjuntos ft; sg, tal que j t¡ s j¸ ¢, se anula id¶enticamente. Entonces, puesto que ¢W(t)
es un pe gaussiano de media nula con h¢W (t)¢W (s)i = 0, se deduce que los incrementos
de Wiener son ei para tiempos disjuntos. Recuerde que ei es una condici¶on m¶as fuerte que
va no correlacionadas, pero en el caso gaussiano es equivalente.

Excursus. En 1968 Mandelbrot introdujo una generalizaci¶on del proceso de Wiener
con el nombre:22 The fractional Brownian motion (fBm) [9]. Esta modi¯caci¶on del pe de
Wiener da la posibilidad de modelar objetos estad¶³sticamente autosimilares con diferentes
\rugosidades". En el ap¶endice H se presenta el concepto de autosemejanza.

La tremenda irregularidad en las realizaciones del pe de Wiener conduce a concluir que
las realizaciones no son diferenciables en ning¶un lugar. El hecho de que los incrementos de
Wiener en intervalos de tiempo disjuntos sean vaei es otra de las caracter¶³sticas t¶³picas de las
trayectorias del movimiento browniano (o procesos de Wiener). Por ello mismo, la derivada
con respecto al tiempo del proceso de Wiener no est¶a de¯nida en el contexto ordinario de un
pe; pues dW (t)=dt no est¶a bien de¯nida como funci¶on aleatoria, para todo t, de la misma
manera que tampoco lo est¶a la ± de Dirac en el espacio de funciones usuales.

3.7 Incrementos de un proceso estoc¶astico arbitrario¤

Es posible probar que un pe con incrementos estad¶³sticamente independientes es un proceso
de Markov, no as¶³ la inversa [como lo demuestra el contraejemplo del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck de la secci¶on (3.12.2)]. Para demostrar esta aseveraci¶on notemos que si Y(t) es

22Se le llama movimiento browniano fraccionario pues la variancia del pe fBm no es lineal en el tiempo
sino que tiene un exponente fraccionario.
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el proceso en estudio, sus incrementos (para tiempos arbitrarios tj) pueden ser denotados
de la siguiente manera:

¢k = Y (tk)¡ Y (tk¡1) (3.29)

¢k¡1 = Y (tk¡1)¡ Y (tk¡2)
¢ ¢ ¢

¢2 = Y (t2)¡ Y (t1);

donde ¢k son va y los tiempos tj se han ordenado en forma creciente t1 < t2 ¢ ¢¢ < tk¡1 < tk.
Usando la representaci¶on (II) para los pe podemos escribir las variables aleatorias Y (tj) en
la siguiente forma:

Y (tk) = Y (tk¡1) + ¢k (3.30)

Y (tk¡2) = Y (tk¡1)¡¢k¡1
Y (tk¡3) = Y (tk¡1)¡¢k¡1 ¡¢k¡2

¢ ¢ ¢
Y (t1) = Y (tk¡1)¡¢k¡1 ¡ ¢ ¢ ¢ ¡¢2:

Note que estas ecuaciones no son m¶as que transformaciones lineales de variables aleatorias.
Consecuentemente, si ¯jamos la condici¶on Y (tk¡1), la probabilidad condicionada23

P (Y (tk) j Y (tk¡1))

estar¶a determinada por la distribuci¶on de probabilidad W(¢k). Pero si ¯jamos dos condi-
ciones: Y (tk¡1) y Y (tk¡2), de la segunda ecuaci¶on de (3.30) se deduce que ¢k¡1 estar¶a
¯ja tambi¶en. Ahora bien, puesto que ¢k, ¢k¡1 son vaei, se deduce que W(¢k j ¢k¡1) =
W(¢k). Consecuentemente, el hecho de que Y (tk¡2) est¶e ¯ja no modi¯ca la distribuci¶on
de Y (tk) condicionada a dos tiempos, pues ¢k¡1 no altera o modi¯ca la distribuci¶on condi-
cionada de ¢k; o sea:

P (Y (tk) j Y (tk¡1); Y (tk¡2)) = P (Y (tk) j Y (tk¡1)):

Esta es la primera de las condiciones que se deben satisfacer para que un proceso sea de
Markov. En general, de (3.30) y del hecho de que f¢jg son vaei,24 se deduce que

P (y(tk) j y(tk¡1); y(tk¡2); ¢ ¢ ¢; y(t1)) = P (y(tk) j y(tk¡1));

que es la condici¶on necesaria y su¯ciente para ser de Markov.

3.8 Criterios de convergencia¤

En la teor¶³a de la probabilidad no hay una forma ¶unica de de¯nir el concepto de l¶³mite25

en una sucesi¶on de va [10, 2]. Es necesario entonces considerar las distintas de¯niciones de

23Note que aqu¶³ estamos usando la notaci¶on simpli¯cada: P (yk; tk j yk¡1; tk¡1) ´ P (Y (tk) j Y (tk¡1)):
24Y por tanto W(¢k j ¢k¡1;¢k¡2; ¢ ¢ ¢;¢2) = W(¢k).
25Recordemos que una sucesi¶on de n¶umeros Nn tiende al l¶³mite N si, dado " > 0, podemos encontrar un

n¶umero n0 tal que j Nn ¡N j< " para todo n > n0.
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convergencia al l¶³mite, en particular el l¶³mite en media cuadr¶atica es una de las convergen-
cias m¶as frecuentemente usadas en f¶³sica estad¶³stica. De¯niremos aqu¶³ cuatro criterios de
convergencia.

Sea la sucesi¶on de va f*ng con n 2 N , donde cada va *n est¶a de¯nida en el dominio S.
Entonces entendemos que el l¶³mite de esa sucesi¶on cuando n!1 es

* = lim
n!1*n: (3.31)

Aqu¶³ * es, en general, la va a la cual la sucesi¶on de va f*ng converge. Note que para un
valor espec¶³¯co de ! 2 S, *n(!) es una sucesi¶on de n¶umeros y ¶esta podr¶³a o no converger.

De¯niciones

1. Convergencia con certeza (Probabilidad 1): *n converge con Prob. 1 a * para todo
! 2 S (excepto un conjunto con probabilidad cero) si

*(!) = lim
n!1*n(!); (3.32)

entonces *n converge a * y escribimos
26

ac¡ lim
n!1*n ! *:

2. Convergencia en media: *n converge a * en media cuadr¶atica si se cumple

lim
n!1

Z
S

(*n(!)¡*(!))2 P*(!) d! ´ lim
n!1

D
(*n ¡*)2

E
= 0; (3.33)

entonces *n converge a * y escribimos
27

ms¡ lim
n!1*n ! *:

3. Convergencia en probabilidad: *n converge en probabilidad a * si la probabilidad de
desviaci¶on tiende a cero, o sea, si para todo ² > 0 se cumple

lim
n!1Prob. (j*n ¡*j > ²) = 0;

es decir:

lim
n!1

Z
S

£[j*n(!)¡*(!)j ¡ ²]P*(!) d! = 0; (3.34)

donde £ [z] es la funci¶on escal¶on, entonces *n converge a * en probabilidad y escribi-
mos

Prob. lim
n!1*n ! *:

26La notaci¶on ac viene del ingl¶es: Almost certain (casi cierto). Note que en este caso el l¶³mite es un
n¶umero.
27La notaci¶on ms viene del ingl¶es: Mean square (media cuadrada).
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4. Convergencia en distribuci¶on. ¶Este es un criterio a¶un m¶as d¶ebil, decimos que *n
converge en distribuci¶on a * si para toda funci¶on continua y acotada f(X) se cumple

lim
n!1 hf [*n]i = hf [*]i ; (3.35)

es decir:

lim
n!1

Z
S

[f (*n(!))¡ f (*(!))]P*(!) d! = 0;

entonces *n converge en distribuci¶on a *: En particular, si tomamos

f(X) = exp(ikX);

se observa que las funciones caracter¶³sticas convergen entre s¶³. O sea, la distribuci¶on
de probabilidad de *n converge a la distribuci¶on de probabilidad de *: Note que en
este caso la sucesi¶on *n(!) no necesita converger 8!.

Nota. Es posible observar que existen las siguientes relaciones entre los diferentes criterios
de convergencia

ac¡ lim
n!1

*n ! * =) Prob. lim
n!1

*n ! *

ms¡ lim
n!1*n ! * =) Prob. lim

n!1*n ! *

Prob. lim
n!1*n ! * =) *n converge a * en distribuci¶on:

3.8.1 Teorema de Markov (ergodicidad)

El concepto de ergodicidad aparece cuando se pretende establecer la equivalencia entre el
promedio en distribuci¶on (estad¶³stico) frente al promedio temporal (muestreo). Considere-
mos aqu¶³ la situaci¶on cuando el promedio temporal del pe X(t) se realiza mediante un

conjunto de datos discretos, es decir, cuando ¹XT =
1
T

R T
0
X(t) dt se reemplaza por la suma

¹Xn =
1

n

nX
j=1

X(tj):

Claramente, ¹Xn es una va que depende de la realizaci¶on estoc¶astica X(t). La pregunta
interesante es si la sucesi¶on ¹Xn converge o no a una cierta cantidad ´ cuando n ! 1. La
respuesta la da el siguiente teorema debido a Markov [10].

Si las va X(tj) son tales que la media ¹́n de ¹Xn tiende al l¶³mite ´ y su variancia tiende
a 0 cuando n!1; es decir, si en el l¶³mite n!1 se tiene

*
¹Xn

®
= ¹́n ! ´ (3.36)D¡

¹Xn ¡ ¹́n
¢2E

= ¹¾2n ! 0; (3.37)

entonces la va ¹Xn converge a ´ en media cuadr¶atica, es decir: limn!1
D¡
¹Xn ¡ ´

¢2E! 0.

La prueba de este teorema se basa en el empleo de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

j ¹Xn ¡ ´ j2· 2 j ¹Xn ¡ ¹́n j2 +2 j ¹́n ¡ ´ j2 :
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Efectivamente, tomando vm en esta desigualdad se deduce queD¡
¹Xn ¡ ´

¢2E · 2D¡ ¹Xn ¡ ¹́n¢2E+ 2 j ¹́n ¡ ´ j2 :
Aplicando (3.36) y (3.37) en esta expresi¶on se prueba lo que se quer¶³a demostrar, es decir:

ms¡ lim
n!1

¹Xn ! ´:

3.8.2 Continuidad de las realizaciones

Para tener una idea de la irregularidad de cada realizaci¶on del proceso de Wiener consi-
deremos primeramente el concepto de derivada temporal en media cuadr¶atica:

lim
¢t!0

¢W

¢t
! lim

¢t!0

rD
(W (t+¢t)¡W (t))2

E 1

¢t

= lim
¢t!0

rD
(W (t+¢t))2

E
+

D
(W (t))2

E
¡ 2 hW (t+¢t)W (t)i 1

¢t

= lim
¢t!0

p
¢t

¢t
!1:

Esta divergencia muestra que la derivada del pe de Wiener no est¶a de¯nida en ning¶un punto
de la realizaci¶on. Sin embargo, las realizaciones del proceso de Wiener son continuas como
se puede ver a partir del siguiente resultado.

Podemos estudiar la continuidad del cualquier pe utilizando el criterio de Lindeberg.
Diremos, con Prob. 1, que las realizaciones son funciones continuas de t si para todo ² > 0
se cumple que

lim
¢t!0

1

¢t

Z
jx¡zj>²

dx P (x; t+¢t j z; t)! 0; (3.38)

uniformemente en z, t y ¢t. O sea, la probabilidad de estar in¯nitamente cerca de z (en el
instante t+¢t) tiende a cero m¶as r¶apido que ¢t.

Ejemplo. Consideremos el proceso de Wiener y mostremos que efectivamente el peW(t)
tiene realizaciones continuas (pero no diferenciables, seg¶un vimos anteriormente). En este
caso el propagador es

P (w2; t2 j w1; t1) =
1p

2¼(t2 ¡ t1)
exp

µ
¡(w2 ¡w1)

2

2(t2 ¡ t1)

¶
;

entonces

1p
2¼¢t

Z
jw2¡w1j>²

dw2 exp

µ
¡(w2 ¡w1)

2

2¢t

¶
=

2p
2¼¢t

Z 1

²

dZ exp

µ
¡Z2

2¢t

¶
= erfc (²=

p
2¢t):

Aplicando el criterio de Lindeberg y el desarrollo erfc (Â) ' e¡Â
2

=Â
p
¼ cuando Â ! 1,

obtenemos

lim
¢t!0

1

¢t
erfc (²=

p
2¢t) ' lim

¢t!0

1

¢t
exp

h
¡(²=

p
2¢t)2

i 1

(²
p
¼=
p
2¢t)

! 0;
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de lo cual se deduce, a partir de (3.38), que las realizaciones son continuas con Prob. 1.
Ejercicio optativo. Muestre que una caminata aleatoria de Cauchy tiene realizaciones

discontinuas. En general se puede de¯nir un pe de L¶evy a partir del cual la caminata
aleatoria de Cauchy es un caso particular28 [11, 12, 13].

3.9 Ruido gaussiano blanco

La relaci¶on entre el ruido gaussiano blanco29 y el movimiento browniano (proceso de Wiener)
es f¶acil de establecer. Puesto que el ruido es gaussiano, podemos caracterizarlo completa-
mente conociendo solamente su vm y su correlaci¶on, o sea:

h»(t)i = 0 (3.39)

h»(t)»(s)i = ±(t¡ s): (3.40)

La ± de Dirac en la correlaci¶on (3.40) indica el car¶acter singular del ruido blanco; es decir,
»(t) no es realmente una funci¶on aleatoria \usual" de argumento t, o sea, un buen pe en
el contexto ordinario. No obstante, las ecuaciones (3.39) y (3.40) de¯nen completamente el
ruido gaussiano blanco.30 El proceso de Wiener se relaciona con el ruido gaussiano blanco
mediante la ecuaci¶on integral Z

dW (t) =

Z
»(t) dt: (3.41)

A menudo suele escribirse esta ecuaci¶on en forma de ecuaci¶on diferencial,

dW (t)

dt
= »(t); (3.42)

pero lo que debe entenderse es (3.41). Esta ecuaci¶on diferencial es la m¶as sencilla y a la vez
fundamental de las ecuaciones diferenciales estoc¶asticas (ede). En ella podemos advertir la
presencia de un coe¯ciente que es un pe, por lo que conociendo las propiedades estad¶³sticas
de »(t) es posible conocer las propiedades estad¶³sticas del pe W(t). Sin embargo, debido al
caracter singular del pe »(t), existen algunas ede que presentan ambigÀuedades en el c¶alculo
diferencial, estas di¯cultades ser¶an analizadas en las pr¶oximas secciones.

Ejercicio. Utilizando el momento y la correlaci¶on del pe »(t); muestre que mediante
(3.41) se obtienen los momentos y correlaciones que de¯nen el proceso de Wiener.

Esquema funcional

Si extendemos la de¯nici¶on de pe a espacios funcionales31 podemos volver a interpretar
la relaci¶on que existe entre el pe W(t) y el ruido gaussiano blanco. Consideremos el ruido

28Ver segundo ejercicio de la secci¶on (3.3.1).
29Una realizaci¶on del ruido gaussiano blanco se puede imaginar como una secuencia de pulsos \angostos"

(densa en el tiempo) y de peque~nas amplitudes aleatorias (positivas y negativas). En el l¶³mite en que los
pulsos (de amplitud in¯nitesimal) son deltas de Dirac y la densidad de ellos es in¯nita se obtiene el ruido
gaussiano blanco.
30En general hablaremos de ruidos o pe indistintamente, y usaremos letras griegas para caracterizarlos

cuando nos re¯ramos a ecuaciones diferenciales.
31En esta oportunidad no ahondaremos en este aspecto t¶ecnico y s¶olo daremos \recetas" b¶asicas para

poder manejar correctamente este tipo de an¶alisis.
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gaussiano blanco como un operador funcional »[²], cuyo argumento es una funci¶on arbitraria
f(t). Ahora bien, para obtener una va bien de¯nida \necesitamos" dar una funci¶on de prueba
f(t), en todo su dominio, m¶as que ¯jar el tiempo t como se hace en un pe ordinario; o sea:

»[f ] =

Z 1

0

»(t)f(t) dt: (3.43)

Aqu¶³ hemos adoptado el dominio t 2 [0;1]. Esta expresi¶on es correcta para toda f(t) suave,
es decir, acotada y r¶apidamente decreciente en los l¶³mites de integraci¶on. De esta manera,
ahora s¶³, la va »[f ] est¶a bien de¯nida, a¶un cuando algunas de las realizaciones »(t) sean
objetos tan singulares como la ± de Dirac.

A partir de la expresi¶on (3.43) se puede mostrar, por ejemplo, la igualdad

*
»[f ]2

®
=

Z 1

0

f(t)2 dt: (3.44)

Entonces, usando »(t) = dW (t)=dt junto con los momentos del pe W(t); se deduce de (3.43)
que

*
»[f ]2

®
=

*µZ 1

0

»(t)f(t) dt

¶2
+

(3.45)

=

*µZ 1

0

dW

dt
f(t) dt

¶2
+

=

*µ
¡
Z 1

0

W (t)
df(t)

dt
dt

¶2
+
;

donde hemos integrado por partes y usado f(1) = 0 por ser suave, y adem¶asW (0) = 0; pues
estamos asumiendo un pe de Wiener con media nula. Aplicando hW (t1)W (t2)i = min(t1; t2)
en (3.45) obtenemos ¯nalmente

*
»[f ]2

®
=

¿Z 1

0

dt1

Z 1

0

dt2 f
0(t1)f 0(t2)W (t1)W (t2)

À
=

Z 1

0

dt1

Z 1

0

dt2 f
0(t1)f 0(t2)min(t1; t2)

=

Z 1

0

dt1 f
0(t1)

µZ t1

0

dt2 f
0(t2)t2 + t1

Z 1

t1

dt2 f
0(t2)

¶
=

Z 1

0

dt1 f
0(t1)

µ
¡
Z t1

0

dt2 f(t2)

¶
= ¡

·
f(t)

Z t

0

f(t2) dt2

¸1
0

+

Z 1

0

f(t1)
2 dt1 =

Z 1

0

f(t1)
2 dt1;

donde hemos integrando por partes dos veces.
Por otro lado, empleando las relaciones (3.39) y (3.40), que de¯nen el ruido gaussiano

blanco, la (3.44) se prueba de forma inmediata, a saber:

*
»[f ]2

®
=

¿Z 1

0

»(t1)f(t1) dt1

Z 1

0

»(t2)f(t2) dt2

À
=



82 CAP¶ITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOC¶ASTICOS

=

Z 1

0

f(t1) dt1

Z 1

0

f(t2) h»(t2)»(t1)i dt2

=

Z 1

0

f(t1) dt1

Z 1

0

f(t2)±(t1 ¡ t2) dt2

=

Z 1

0

f(t)2 dt:

Ejercicio optativo. (Momentos superiores.) Utilizando (3.43) y los momentos del
proceso de Wiener calcule

*
»[f ]4

®
; compare este resultado con el que se obtiene a partir del

c¶alculo directo usando (3.39) y (3.40) que de¯nen el ruido gaussiano blanco.

3.10 Procesos gaussianos

3.10.1 Caso no singular

Un pe X(t) es gaussiano si toda la Jerarqu¶³a de Kolmogorov est¶a caracterizada por proba-
bilidades conjuntas gaussianas. Analicemos Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1; t1): puesto que tenemos n va
la densidad de probabilidad debe ser de la forma

Pn(xn; tn; ¢ ¢ ¢;x1t1) =
(detA)1=2

(2¼)n=2
exp

24¡1
2

nX
j;l

(xj ¡ hX(tj)i) Ajl (xl ¡ hX(tl)i)

35 ; (3.46)

donde

A¡1jl ´ A¡1jl (ftng) (3.47)

= h(X(tj)¡ hX(tj)i) (X(tl)¡ hX(tl)i)i
´ hhX(tj)X(tl)ii ;

en completa analog¶³a con el caso de n-variables gaussianas.
En el contexto de los procesos estoc¶asticos, hhX(tj)X(tl)ii es una funci¶on de correlaci¶on

en el tiempo. Entonces, de la f¶ormula (3.46) deducimos que un pe X(t), gaussiano, queda
completamente caracterizado conociendo sus dos primeros cumulantes, es decir, hhX(t)ii y
hhX(t)X(t0)ii.

3.10.2 Caso singular (correlaci¶on blanca)¤

Otra forma de de¯nir un pe X(t) es mediante el empleo de la funcional caracter¶³stica:32

GX([k]) =

¿
exp

·
i

Z
k(t)X(t) dt

¸À
P ([X(²)])

:

Entonces todas las f¶ormulas v¶alidas para va multidimensionales ser¶an generalizadas usando
la prescripci¶on:

@

@kj
! ±

±k(tj)
(3.48)

32Comparando con la notaci¶on de la ecuaci¶on (3.4), se observa que P ([X (²)]) representa la probabilidad
funcional del ensemble de todas las realizaciones del pe X(t).
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X
j

xj !
Z
x(t) dt: (3.49)

Por ejemplo, los momentos y correlaciones vendr¶an dados por

hX(t)mX(s)ni = 1

im+n

±m

±k(t)m
±n

±k(s)n
GX([k])

¯̄̄̄
k(t)=0

:

Es decir, para el segundo cumulante tenemos

hhX(t)X(s)ii = 1

i2
±

±k(t)

±

±k(s)
lnGX([k])

¯̄̄̄
k(t)=0

:

Ejemplo. Calculemos la funcional caracter¶³stica del ruido gaussiano blanco »(t) [ver
tambi¶en secci¶on (3.9)]. Dado que el pe es gaussiano y de media nula, sabemos que el ¶unico
cumulante que aparece es el segundo. Usando la de¯nici¶on de funcional caracter¶³stica, en
t¶erminos de un desarrollo en cumulantes, se observa de (3.6) que

lnG»([k]) =
¡1
2!

Z Z
k(t1)k(t2) hh»(t1)»(t2)ii dt1 dt2:

En el caso singular la correlaci¶on es blanca: hh»(t1)»(t2)ii = ¡2 ±(t1¡t2), entonces se obtiene
¯nalmente

G»([k]) = exp

·
¡¡2
2

Z
k(t)2 dt

¸
; (3.50)

que es la funcional buscada.
Ejercicio optativo. Usando G»[k(t)], con ¡2 = 1, muestre que el momento y la correlaci¶on

del ruido gaussiano blanco »(t) son aquellos dados en (3.39) y (3.40).
Excursus. La funcional generadora de los cumulantes de un pe »(t) (es decir, la funcional

lnG»([k])) no puede ser un polinomio de grado mayor que dos, sino que debe de ser una serie
para asegurar la positividad de la probabilidad. [Referencia: Teorema de Marcinkiewicz;
Math Z. 44, 612, (1939); ver tambi¶en: Rajagopal and Sudarshan; Phys. Rev. A 10, 1852,
(1974).]

Ejercicio optativo. (Ruido blanco.) En la secci¶on (3.1.5) mostramos, en forma general,
la relaci¶on que existe entre la probabilidad conjunta y la funcional caracter¶³stica G»([k]). A
partir de la funcional caracter¶³stica gaussiana, muestre que si la correlaci¶on es blanca no es
factible obtener una expresi¶on para la probabilidad. Este hecho no es nada m¶as que una
consecuencia del car¶acter singular de un ruido blanco.

3.11 Espectro de °uctuaciones de procesos escalantes¤

Utilizando la funci¶on caracter¶³stica GX(k; t) es posible, de una manera directa, calcular el
espectro de potencia de las °uctuaciones del pe X(t). Supongamos que el pe X(t) cumple
con la relaci¶on de escala (ver ap¶endice H.2)

X(¤t)

¤H
= X(t); (3.51)
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donde H es alg¶un par¶ametro que se in¯ere de estudiar la invariancia de la funci¶on carac-
ter¶³stica asociada

GX(
k

¤H
;¤t) = GX(k; t); (3.52)

por ejemplo, en el caso del movimiento browniano se tiene H = 1
2 .

A partir de la relaci¶on de escala (3.51) es posible estimar el espectro de potencia en la
siguiente forma [14]. Consideremos que el par¶ametro ¤ es una cantidad ¯ja; entonces se
puede de¯nir un nuevo pe Y(t) de la siguiente manera:

Y(t; T ) =

½
Y(t) = ¤¡H X(¤t) si 0 < t < T

0 en otro lugar.
(3.53)

Adoptando la siguiente notaci¶on para las transformadas de Fourier33

FX(f; T ); FY (f; T ) Transformadas de Fourier de X(t; T ) y Y(t; T )
SX(f; T ); SY (f; T ) Densidades espectrales de X(t; T ) y Y(t; T )
SX(f); SY (f) Densidades espectrales de X(t) y Y(t);

(3.54)

tenemos, por ejemplo:

FY (f; T ) =

Z 1

¡1
Y(t; T ) exp(¡2¼ift) dt =

Z T

0

Y(t) exp(¡2¼ift) dt

y SY (f; T ) =
1
T j FY (f; T ) j2, etc.

Podemos ahora considerar el c¶alculo de FY (f; T ) usando la relaci¶on de escala (3.51), de
donde se deduce que

FY (f; T ) =

Z T

0

Y(t) exp(¡2¼ift) dt (3.55)

=
1

¤

Z T

0

¤¡H X(¤t) exp(
¡2¼if¤t

¤
)¤ dt

=

Z T¤

0

¤¡H¡1 X(t
0

) exp(
¡2¼ift0

¤
) dt

0

:

A partir de (3.55) se obtiene

FY (f; T ) =
1

¤H+1
FX(

f

¤
; T¤): (3.56)

Luego SY (f; T ) est¶a dada por

SY (f; T ) =
1

T
j FY (f; T ) j2 (3.57)

=
1

T

µ
1

¤H+1

¶2

j FX(
f

¤
; T¤) j2

=
1

¤2H+1
SX(

f

¤
; T¤):

33Sobre la de¯nici¶on de densidad espectral (espectro de potencia) ver secci¶on (5.1).
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En el l¶³mite T !1 la densidad espectral SY (f) satisface la relaci¶on

SY (f) = lim
T!1

SY (f; T );

entonces de (3.57) se deduce que

SY (f) =
1

¤2H+1
SX(

f

¤
): (3.58)

Puesto que Y(t) no es nada m¶as ni nada menos que el pe X(t), sus densidades espectrales
deben coincidir. Para ver esto tomemos por ejemplo ¤ ´ 1; de donde se deduce SY (f) =
SX(f). Entonces, de la relaci¶on (3.58) se obtiene ¯nalmente

SX(f) =
1

¤2H+1
SX(

f

¤
): (3.59)

Ahora, poniendo formalmente f = 1 y reemplazando 1=¤ por f en (3.59), se obtiene el
resultado deseado:

SX(f) /
1

f2H+1
: (3.60)

Esta expresi¶on da el espectro de las °uctuaciones de un pe que cumple la relaci¶on de escala:
X(¤t) = ¤H X(t).

Ejemplo. (Espectro del proceso de Wiener.) La funci¶on caracter¶³stica del proceso
de difusi¶on34 veri¯ca la relaci¶on:

GW (
k

¤1=2
;¤t) = exp

Ã
¡¤t
2

µ
k

¤1=2

¶2
!
= GW (k; t);

luego la relaci¶on de escala es

W(¤t)

¤1=2
=W(t):

Entonces, utilizando (3.60) con H = 1=2; se deduce que

SW (f) /
1

f2
;

que es el espectro de potencia del movimiento browniano.
Ejemplo. (Espectro del ruido gaussiano blanco.) La funci¶on caracter¶³stica del ruido

gaussiano blanco es singular (no est¶a de¯nida), <debido a la ocurrencia de una ± de Dirac al
cuadrado! Este hecho se puede ver a partir de la funcional caracter¶³stica del ruido gaussiano
blanco (3.50). La funci¶on caracter¶³stica se obtiene evaluando (3.50) con la funci¶on de prueba
k(t) = k±(s¡ t), o sea:

G» ([k(t) = k±(s¡ t)]) = G»(k; t) = exp
·
¡¡2
2
k2

Z 1

0

±(s¡ t)2 ds
¸
: (3.61)

No obstante la ocurrencia de ±(s¡ t)2 en el integrando, podemos estudiar \formalmente" la
propiedad de invariancia de G»(k; t) a partir de (3.61); veamos:

34Tome la transformada de Fourier de (3.24).
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G»(
k

¤¡1=2
;¤t) = exp

"
¡¡2
2

µ
k

¤¡1=2

¶2 Z 1

0

±(s¡ ¤t)2 ds
#

(3.62)

= exp

·
¡¡2
2
¤k2

Z 1

0

(±(¤s0 ¡ ¤t))2 ¤ ds0
¸
:

Utilizando la propiedad de la ± de Dirac: ±(¤s0 ¡ ¤t) = ±(s0 ¡ t)=¤, en (3.62), se obtiene:

G»(
k

¤¡1=2
;¤t) = exp

"
¡¡2
2
¤k2

Z 1

0

µ
±(s0 ¡ t)
¤

¶2

¤ ds0
#
= G»(k; t); (3.63)

lo cual \formalmente" signi¯ca que las realizaciones de este ruido veri¯can la relaci¶on de
escala:

»(¤t)

¤¡1=2
= »(t): (3.64)

Note que esta relaci¶on implica un exponente H negativo. Entonces, utilizando (3.60) con
H = ¡1=2; se deduce que

S»(f) /
1

f0
= Cte.;

es decir, un espectro de potencia blanco.
Excursus. Utilizando la relaci¶on de escala X(¤t) = ¤HX(t) tambi¶en es posible estudiar

la dimensi¶on fractal de las realizaciones del pe X(t); o sea, la autosemejanza a diferentes
escalas de la gr¶a¯ca de X frente a t. Ver, por ejemplo, ap¶endice H y referencias [12, 14, 15].

Nota. Un resultado interesante obtenido por Wiener y Kinchine establece la relaci¶on que
existe entre el espectro de potencia SX(f) de un pe X(t) estacionario y erg¶odico con su
funci¶on de correlaci¶on hhX(t)X(t0)ii. Ver cap¶³tulo 5.

3.12 Procesos markovianos y gaussianos

La clase de procesos que son simult¶aneamente markovianos y gaussianos poseen una uni-
versalidad que puede ser caracterizada por su funci¶on de correlaci¶on, como lo demuestra el
siguiente teorema debido a Doob [1].

Veamos primero la condici¶on necesaria. Puesto que es gaussiano, el pe X(t) estar¶a
caracterizado s¶olo por los cumulantes hhX(t)ii y hhX(t)X(t0)ii. Por simplicidad y sin p¶erdida
de generalidad, tomemos hhX(t)ii = 0, entonces la probabilidad condicionada

P (x2; t2 j x1; t1) = P2(x2; t2;x1; t1)=P1(x1; t1);

para t1 · t2, vendr¶a dada por la f¶ormula

P (x2; t2 j x1t1) =
(detAjl)

1=2

2¼ exp
h
¡1
2

P2
(j;l)=1 xj Ajl xl

i
1p

2¼¾2(t1)
exp

£¡1
2 x

2
1=¾

2(t1)
¤ : (3.65)

Aqu¶³ hemos usado (3.46) para escribir P2, P1 y A
¡1
jl = hX(tj)X(tl)i, entonces se deduce

que detA¡1jl = ¾2(t1)¾
2(t2) ¡ hX(t1)X(t2)i2; y en el caso de considerar 1-tiempo se tiene

A¡1 = hX(t)X(t)i = ¾2(t).



3.12. PROCESOS MARKOVIANOS Y GAUSSIANOS 87

Usando

A =

0@ hX(t1)X(t1)i hX(t1)X(t2)i

hX(t2)X(t1)i hX(t2)X(t2)i

QA¡1

=
1

detA¡1jl

0@ ¾2(t2) ¡hX(t1)X(t2)i

¡ hX(t2)X(t1)i ¾2(t1)

QA ;
la probabilidad condicionada (3.65) se escribe

P (x2; t2 j x1; t1) =
¾(t1)

p
2¼

q
¾2(t1)¾2(t2)¡ hX(t1)X(t2)i2

£ exp

24¡ ¡
x22¾

2(t1)¡ 2x1x2 hX(t1)X(t2)i+ x21¾2(t2)
¢

2
³
¾2(t1)¾2(t2)¡ hX(t1)X(t2)i2

´ +
x21

2¾2(t1)

35 :
Por otro lado, el t¶ermino entre par¶entesis en la exponencial se puede escribir en la forma:

exp

264¡
³
x2 ¡ hX(t1)X(t2)i x1

¾2(t1)

´2
2¾2(t2)

³
1¡ hX(t1)X(t2)i2

¾2(t1)¾2(t2)

´
375 ;

a partir de lo cual podemos volver a escribir la probabilidad condicionada (o el propagador),
de¯niendo una correlaci¶on normalizada o correlador:

½(t2; t1) =
hX(t1)X(t2)i
¾(t1)¾(t2)

:

Es decir,

P (x2; t2 j x1; t1) =
1p

2¼¾2(t2) (1¡ ½(t2; t1)2)
exp

264¡
³
x2 ¡ ½(t2;t1)¾(t2)

¾(t1)
x1

´2
2¾2(t2) (1¡ ½(t2; t1)2)

375 : (3.66)

Note que si el proceso es estacionario se debe cumplir, para todo ¿; que

½(t2; t1) = ½(t2 ¡ ¿; t1 ¡ ¿):

Adem¶as queda claro que si el proceso es markoviano la ¶unica dependencia temporal en el
propagador (3.66) ha de ser a trav¶es de t1 y t2, lo cual indica que el correlador ½(t1; t2)
no puede depender param¶etricamente de ning¶un otro tiempo pasado ni futuro. Usando la
probabilidad condicionada (3.66) podemos calcular cualquier vm condicionado.35 As¶³, por
ejemplo, para t1 · t3 tenemos

hX(t3)iX(t1)=x1
=

Z
x3P (x3; t3 j x1; t1) dx3 (3.67)

=
½(t3; t1)¾(t3)

¾(t1)
x1:

35Ver secci¶on (1.14).
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Por otro lado, si el proceso es markoviano la probabilidad condicionada tiene que satisfacer la
ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov. Entonces podemos calcular el momento condicionado,
ecuaci¶on (3.67), de una manera diferente: para t1 · t2 · t3 tenemos

hX(t3)iX(t1)=x1
=

Z
x3

·Z
P (x3; t3 j x2; t2)P (x2; t2 j x1; t1) dx2

¸
dx3: (3.68)

Intercambiando el orden de integraci¶on tendremos

hX(t3)iX(t1)=x1
=

½(t3; t2)¾(t3)

¾(t2)

Z
x2P (x2; t2 j x1; t1) dx2

=
½(t3; t2)¾(t3)

¾(t2)

½(t2; t1)¾(t2)

¾(t1)
x1:

Entonces, al comparar ambos resultados se observa

½(t3; t1)¾(t3)

¾(t1)
x1 =

½(t3; t2)¾(t3)

¾(t2)

½(t2; t1)¾(t2)

¾(t1)
x1;

lo que equivale a la siguiente condici¶on necesaria (teorema de Doob)

½(t3; t1) = ½(t3; t2)½(t2; t1): (3.69)

Ejercicio. Escriba esta condici¶on en el caso en que el proceso sea estacionario.
Ejercicio guiado. (Condici¶on su¯ciente.) A la inversa, veamos ahora que (3.69) es

una condici¶on su¯ciente. En este ejemplo se muestra c¶omo es posible comprender que si el
pe es gaussiano y cumple con (3.69) el pe ser¶a markoviano. Consideremos la probabilidad
condicionada P (x4; t4 j x3; t3;x2; t2;x1; t1). Si logramos mostrar que esta distribuci¶on no
depende de las condiciones fx2; t2;x1; t1g y, en general, si P (xj ; tj j xj¡1; tj¡1; ¢ ¢ ¢;x1; t1) =
P (xj ; tj j xj¡1; tj¡1) habremos probado que el pe es markoviano. A los efectos de simpli¯car
la demostraci¶on usamos ahora la siguiente notaci¶on abreviada, con t4 > t3 > t2 > t1

P (x4; t4 j x3; t3;x2; t2;x1; t1) ´ P (X4 j X3;X2;X1)

hX(t1)X(t1)i ´ ¾21

hX(t1)X(t2)i =¾1¾2 ´ ½12:

Puesto que el pe es gaussiano, X4 es una va gaussiana y tambi¶en lo ser¶a la combinaci¶on
lineal T4 = X4 ¡X3½34¾4=¾3. Adem¶as, se deduce que hT4X3i = 0 y que, por ser gaussiana,
T4 es una vaei de X3. Por otro lado, si se cumple (3.69), en particular ½23½34 = ½24, es
f¶acil ver que hT4X2i = 0, y tambi¶en hT4X1i = 0. Entonces T4 es una vaei de X3;X2;X1.
Dada la transformaci¶on de variables gaussianas fX4;X3;X2;X1g ! fT4;X3;X2;X1g se
deduce que podemos relacionar P4(X4;X3;X2;X1) ! P4(T4;X3;X2;X1). Ahora bien,
como T4 es una vaei de X3;X2;X1; la probabilidad conjunta veri¯ca P4(T4;X3;X2;X1) =
P1(T4)P3(X3;X2;X1), de lo cual se deduce que la probabilidad condicionada de tres tiempos
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satisface P (T4 j X3;X2;X1) = P (T4), o sea, la probabilidad condicionada de tres tiempos
P (X4 j X3;X2;X1) es s¶olo una funci¶on de fX4;X3g; que es lo que se quer¶³a demostrar. Esta
misma metodolog¶³a se puede utilizar para cualquier probabilidad condicionada de n-tiempos,
lo que demuestra la condici¶on de su¯ciente.

Ejercicio optativo. Muestre que las °uctuaciones de una cuerda tensa (sin masa) pueden
ser modeladas por un proceso gaussiano (estoc¶astico en el espacio). Muestre que no es
posible decir que las °uctuaciones son markovianas. Note adem¶as que el proceso no puede ser
estacionario, pues el correlador depende param¶etricamente del \pasado" (extremo izquierdo
de la cuerda) y del \futuro remoto" (extremo derecho). Ayuda: ver secci¶on (2.3.1).

Ejemplo. (Proceso de Wiener.) Caractericemos un pe W(t) gaussiano y markoviano
mediante los cumulantes:

hW (t)i = 0

hW (t)W (s)i = minft; sg:

Note que este proceso no es estacionario. En este caso el correlador ½(t2; t1) viene dado
(para t1 · t2) por

½(t2; t1) =
hW (t1)W (t2)i
¾(t1)¾(t2)

=
t1p
t1
p
t2
=

p
t1p
t2
:

Vemos, inmediatamente, que el teorema de Doob se satisface: ½(t3; t1) = ½(t3; t2)½(t2; t1),
a partir de lo cual podemos asegurar que tal proceso existe. Calculamos entonces la dis-
tribuci¶on de probabilidad de 1-tiempo como

P1(w; t) =
1p
2¼t

exp

µ
¡w2

2t

¶
;

pues ¾2(t) = t. Por otro lado, la distribuci¶on de probabilidad condicionada, ecuaci¶on (3.66),
viene dada por

P (w2; t2 j w1; t1) =
1p

2¼t2 (1¡ t1=t2)
exp

0BBB@
¡
µ
w2 ¡

p
t1=t2

p
t2p

t1
w1

¶2

2t2(1¡ t1=t2)

QCCCA
=

1p
2¼(t2 ¡ t1)

exp
³
¡ (w2 ¡w1)

2 =2(t2 ¡ t1)
´
;

(3.70)

que, precisamente, corresponde al propagador del proceso de Wiener.
Ejercicio. Muestre que el propagador del proceso de Wiener (con t0 = 0)

P (w; t j w0; 0) =
1p
2¼t²

exp
³
¡ (w ¡w0)

2 =2²t)
´
;
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satisface la ecuaci¶on en derivadas parciales

@

@t
P (w; t j w0; 0) =

²

2

@2

@w2
P (w; t j w0; 0) (3.71)

y cumple con la condici¶on inicial P (w; t ! 0 j w0; 0) ! ±(w ¡ w0). Esta es la ecuaci¶on
de difusi¶on analizada por Einstein (1920) en sus estudios sobre el movimiento browniano.
Einstein logr¶o tambi¶en relacionar el coe¯ciente de difusi¶on ²=2 ´ D [o sea, a partir de la
dispersi¶on del desplazamiento

*
W (t)2

®
= 2Dt = ²t] con el par¶ametro que caracteriza la

disipaci¶on en el sistema. Este an¶alisis fue el primer intento de establecer una relaci¶on entre
la °uctuaci¶on y la disipaci¶on.

Ejercicio. Muestre que un pe gaussiano de media nula (no singular) ser¶a markoviano
y estacionario s¶olo si el correlador es ½(t1; t2) = exp[¡° j t1 ¡ t2 j]. A la inversa, si un
proceso es gaussiano, estacionario y tiene segundo cumulante exponencial con la estructura
hX(t1)X(t2)i = ¾2(0) exp[¡° j t1¡ t2 j], entonces el pe X(t) es ¶unico y se denomina proceso
de Ornstein-Uhlenbeck.

3.12.1 Caso no estacionario 2¼-peri¶odico

Puesto que el proceso es gaussiano de media nula y markoviano se tiene que satisfacer el
teorema de Doob ½(t1; t3) = ½(t1; t2)½(t2; t3). Adem¶as, por de¯nici¶on de no estacionario
2¼-peri¶odico, en el r¶egimen asint¶otico la distribuci¶on de probabilidad conjunta de 2-tiempos
tiene invariancia de traslaci¶on discreta en el tiempo36

P2(x1; t1;x2; t2)as = P (x1; t1 j x2; t2)P1(x2; t2)as
= P2(x1; t1 + 2¼;x2; t2 + 2¼)as;

entonces hX(t2)X(t1)ias = hX(t2 + 2¼)X(t1 + 2¼)ias. Luego el correlador tendr¶a que ser
una funci¶on acotada jj ½as(t1; t2) jj< 1 cualesquiera que sean los valores de las variables
reales ft1; t2g, deber¶a satisfacer la condici¶on de contorno ½as(t1; t1) = 1 y poseer invariancia
discreta de traslaci¶on temporal [6].

Ejemplo. Si elegimos hX(t)ias = 0, hX(t2)X(t1)ias = X(0)2 exp [cos(t1)¡ cos(t2)] ten-
dremos que (para t1 · t2)

½as(t1; t2) =
hX(t2)X(t1)ias¡p

hX(t2)2ias
p
hX(t1)2ias

¢
= exp [cos(t1)¡ cos(t2)] ;

satisface todas las condiciones impuestas sobre el correlador. Entonces ½as(t1; t2) de¯ne un
proceso gaussiano de media nula markoviano y no estacionario 2¼-peri¶odico.

Ejercicio. Caracterice completamente el proceso gaussiano markoviano no estacionario
2¼-peri¶odico del ejemplo anterior.

3.12.2 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Este proceso es uno de los modelos m¶as importantes en el estudio de la relajaci¶on de sistemas
din¶amicos. Por ejemplo, cuando se trata de estudiar una part¶³cula con velocidad V inmersa

36Note la diferencia con el caso estacionario: P2(X1; t1;X2; t2)est = P (X1; t1 j X2; t2)P1(X2; t2)est. En
ese caso: P (X1; t1 j X2; t2) = P (X1; t1 + ¿ j X2; t2 + ¿) para todo ¿ continuo, y P1(X2; t2)est = Pest(X2).
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en un °uido a temperatura T , la in°uencia de las °uctuaciones t¶ermicas estar¶a presente en el
car¶acter estoc¶astico de V (t), por otro lado el °uido ejerce un frenado (termalizaci¶on) sobre
la velocidad de la part¶³cula. Se supone entonces que en el estado estacionario el vm de la
velocidad de la part¶³cula es nulo, y que la funci¶on de correlaci¶on temporal de la velocidad
decae con una ley exponencial que s¶olo depende de la diferencia de tiempos. Sabemos que
estos dos ingredientes de¯nen completamente un pe V(t) gaussiano y estacionario. En
particular, si el correlador ½(t1; t2) satisface el teorema de Doob entonces estaremos en
condiciones de asegurar que el proceso adem¶as es markoviano.

Si los dos primeros momentos son

hV (t)i = 0; hV (t)V (s)i = D

2°
exp (¡° j t¡ s j) ; (3.72)

se deduce que ¾2(t) = D
2° =Cte: y se observa que ½(t2; t1) = exp (¡°(t2 ¡ t1)) para todo

t1 · t2. Luego, trivialmente, se satisface el teorema de Doob y por consiguiente el proceso
ser¶a simult¶aneamente gaussiano y markoviano. Entonces la distribuci¶on de probabilidad
estacionaria que lo caracteriza viene dada por

Pest(v) =
1r

2¼
³
D
2°

´ exp
0@ ¡v2

2
³
D
2°

´
QA : (3.73)

Para el correspondiente propagador, (3.66), tendremos la expresi¶on

P (v2; t2 j v1; t1) =
1q

2¼( D2° ) (1¡ ½(t2; t1)2)
exp

0B@¡
³
v2 ¡ ½(t2;t1)¾(t2)

¾(t1)
v1

´2
2( D2° )(1¡ ½(t1; t2)2)

QCA : (3.74)

Ejercicio. Muestre que el conjunto de funciones (positivas) (3.73) y (3.74) satisfacen
la compatibilidad de Kolmogorov; por otro lado, (3.74) satisface la ecuaci¶on de Chapman-
Kolmogorov, entonces (3.73) y (3.74) de¯nen un proceso de Markov.

Ejercicio. Usando (3.74), muestre que la probabilidad condicionada P (v; t j 0; 0) es
soluci¶on de la ecuaci¶on en derivadas parciales

@tP (v; t j 0; 0) =
·
@

@v
°v +

D

2

@2

@v2

¸
P (v; t j 0; 0); (3.75)

y satisface la condici¶on inicial

lim
t!0

P (v; t j 0; 0)! ±(v):

En las pr¶oximas secciones veremos que la ecuaci¶on (3.75) est¶a asociada con la distribuci¶on
de probabilidad condicionada que se obtiene de la ede (lineal) para la velocidad:

d

dt
V = ¡°V + »(t); (3.76)

donde ° es un coe¯ciente de fricci¶on y »(t) es un ruido gaussiano blanco de media nula e
intensidad

h»(t)»(s)i = D ±(t¡ s): (3.77)
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Note, a partir de un simple an¶alisis dimensional, que si [V ] = cm=seg entonces [°] = 1=seg y
[D] = cm2=seg3.

Ejercicio. Compare Pest(v), dada en (3.73), con la distribuci¶on can¶onica cl¶asica de la
mec¶anica estad¶³stica del equilibrio y muestre que necesariamente se debe cumplir

D = 2°
kBT

M
; (3.78)

donde M es la masa de la part¶³cula. Esto signi¯ca que la intensidad de las °uctuaciones del
ruido est¶a relacionada con el coe¯ciente de fricci¶on del °uido. ¶Esta es una relaci¶on t¶³pica
entre la °uctuaci¶on y la disipaci¶on que aparece en sistemas que se encuentran en contacto
con un ba~no t¶ermico y que cumplen el principio del balance detallado (ver cap¶³tulo 4).

Ejercicio. Integre formalmente (3.76) y use (3.77) para mostrar que la correlaci¶on de la
velocidad

hV (t)V (s)i = D

2°
exp (¡° j t¡ s j)

corresponde al r¶egimen estacionario del proceso estoc¶astico de¯nido por la ede (3.76).
Ayuda: dada una realizaci¶on considere a »(t) como una funci¶on ordinaria del tiempo.

Ejercicio. Suponga que la velocidad de una part¶³cula est¶a bien descrita, estad¶³sticamente,
por el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, entonces el desplazamiento de su posici¶on ser¶a gaus-
siano y vendr¶a dado por

X(t) =

Z t

0

V (t0) dt0 +X(0): (3.79)

Muestre, usando la condici¶on inicial X(0) = 0, que

hX(t1)X(t2)i =
D

2°

·
2

°
min(t1; t2)¡

1

°2
+
1

°2

³
e¡°t1 + e¡°t2 ¡ e¡°jt1¡t2j

´¸
:

>Por qu¶e el pe X(t); as¶³ de¯nido, no es markoviano ni es estacionario?
Ejercicio. >En qu¶e condiciones de fricci¶on el pe X(t) tiende asint¶oticamente a ser el

proceso de Wiener? Muestre que, asint¶oticamente, el coe¯ciente de difusi¶on que caracteriza
al segundo momento del desplazamiento (proceso de Wiener)

*
X(t)2

®
= DX t viene dado

por

DX =
2kBT

M°
:

Ejercicio. Teniendo en cuenta las unidades de dimensi¶on del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck muestre que [DX ] = cm

2=seg:

3.13 Relaci¶on de Einstein

El coe¯ciente de difusi¶on DX se de¯ne como el factor de proporcionalidad entre el segundo
momento del desplazamiento de la part¶³cula (que se difunde) y el tiempo transcurrido desde
la condici¶on inicial.37 Podemos entonces generalizar esta idea mediante la siguiente de¯nici¶on

d

dt

D
(X(t)¡X(0))2

E
= 2DX(t): (3.80)

37Algunos autores introducen expl¶³citamente un factor 2. Es decir, asint¶oticamente, si la difusi¶on no es
an¶omala se tiene:

*
X(t)2

®
» 2DX t.
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Usando la relaci¶on (3.79) se tiene que

D
(X(t)¡X(0))2

E
=

¿Z t

0

ds2

Z t

0

ds1 V (s1)V (s2)

À
0

=

Z t

0

ds2

Z t

0

ds1 hV (s1)V (s2)i0 ;

(3.81)
donde el sub¶³ndice (0) indica que es un vm calculado en el estado estacionario. Entonces
usando que hV (s1)V (s2)i0 = f(j s1¡ s2 j), donde f es una funci¶on de correlaci¶on arbitraria,
se obtiene, luego de introducir el cambio de variable ¿ = s1 ¡ s2, la siguiente expresi¶on
alternativaD

(X(t)¡X(0))2
E
= 2

Z t

0

ds1

Z s1

0

ds2 f(j s1 ¡ s2 j) = 2
Z t

0

ds1

Z s1

0

f(¿) d¿:

Luego, tomando la derivada con respecto al tiempo, es decir, usando (3.80), se obtiene

2DX(t) = 2

Z t

0

f(¿) d¿:

Entonces el coe¯ciente de difusi¶on se puede escribir en funci¶on de la correlaci¶on de la
velocidad38 en la forma:

DX ´ DX(1) =
Z 1

0

hV (¿)V (0)i0 d¿:

En particular, Einstein [16] encontr¶o la relaci¶on entre la movilidad y el coe¯ciente de
difusi¶on DX . Esta relaci¶on permite escribir la conductividad el¶ectrica en funci¶on de DX . La
movilidad ¹ se puede de¯nir como la velocidad ¯nal de una part¶³cula cargada por unidad
de fuerza aplicada hV i = ¹eE, mientras que el coe¯ciente de difusi¶on como el factor de
proporcionalidad entre la corriente de part¶³culas Jp y el gradiente de concentraci¶on Jp =
¡DX

2
@n
@X . La idea original de Einstein fue establecer que en el equilibrio la corriente de

concentraci¶on anula la corriente inducida por el campo el¶ectrico E, a partir de lo cual se
deduce la primera relaci¶on de °uctuaci¶on-disipaci¶on:

¹ =
DX
2kBT

:

3.14 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado¤

Cuando se present¶o la ecuaci¶on (3.76) se coment¶o tambi¶en que el pe V(t) as¶³ de¯nido se
correspond¶³a con el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Para demostrar este hecho, simplemente
tenemos que calcular la funcional caracter¶³stica:

GV ([k]) =

¿
exp

·
i

Z 1

0

k(t)V (t) dt

¸À
; (3.82)

38Una derivaci¶on alternativa de esta expresi¶on se puede obtener usando la teor¶³a de la respuesta lineal
(ver cap¶³tulo 5), frecuentemente llamada f¶ormula de Green-Kubo. Por otro lado, en el cap¶³tulo 8 se presenta
la f¶ormula de Scher-Lax, que es la generalizaci¶on de la relaci¶on de Einstein para situaciones con transporte
an¶omalo.
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donde V (t) es la soluci¶on formal (t 2 [0;1]) de (3.76) para una realizaci¶on del proceso
(ruido) »(t). Es decir,

V (t) = exp (¡°t)V0 +
Z t

0

exp (¡°(t¡ s)) »(s) ds: (3.83)

Introduciendo (3.83) en (3.82) e invocando el desarrollo en cumulantes se obtiene:39

GV ([k]) = exp

µ
iV0

Z 1

0

dt k(t) e¡°t
¶

(3.84)

£ exp
1X
m=1

im

m!

mY
j=1

Z 1

0

dtj

Z tj

0

dsj exp (¡°(tj ¡ sj)) k(t1) ¢ ¢ ¢

£ ¢ ¢ ¢ k(tm) hh»(s1) ¢ ¢ ¢ »(sm)ii :

Si el proceso »(s) es gaussiano, por ejemplo de media nula y blanco40 caracterizado por
(3.77), el desarrollo en cumulantes se corta en el segundo t¶ermino. Entonces el pe V(t)
estar¶a caracterizado por la funcional caracter¶³stica:

GV ([k]) = exp

µ
iV0

Z 1

0

dt k(t) e¡°t
¶

(3.85)

£ exp ¡D
2

Z 1

0

dt1

Z 1

0

dt2 k(t1)k(t2)

Z t1

0

ds1

Z t2

0

ds2 e
¡°(t1¡s1)e¡°(t2¡s2)± (s1 ¡ s2) :

Efectuando las integrales en las variables s1 y s2, se puede ver a partir de la funcional
(3.85) que, en el r¶egimen asint¶otico, todos los momentos del pe V(t) coinciden con los
caracterizados por el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, presentado en la secci¶on (3.12.2).

Ejercicio. A partir de la funcional (3.85) calcule la correlaci¶on del proceso V (t), y muestre
que los cumulantes de orden superior al segundo son nulos.

Si el proceso gaussiano »(s) no fuera blanco, la funcional (3.85) seguir¶³a siendo v¶alida
siempre que se reemplace D± (s1 ¡ s2) por la correspondiente correlaci¶on del ruido

hh»(s1)»(s2)ii :

Un problema a¶un m¶as interesante es aquel en el cual »(s) no es un procesos gaussiano.
En este caso la expresi¶on formal para la funcional caracter¶³stica del pe V(t) es la (3.84).
Sin embargo, esta expresi¶on es complicada de manejar, pues necesitamos primero conocer
todos los cumulantes de »(s) y luego efectuar las in¯nitas integraciones correspondientes.
As¶³ planteado, este problema es de enorme complejidad.

Alternativamente, supongamos que se conoce la funcional caracter¶³stica del ruido ´(s).
En este caso, si

G´([k]) =

¿
exp

·
i

Z 1

0

k(t)´(t) dt

¸À
es una funcional dada, se trata de caracterizar el pe V(t) cuando su ecuaci¶on diferencial
estoc¶astica es

d

dt
V (t) = ¡°V + ´(t): (3.86)

39Un comentario sobre el c¶alculo de cumulantes de procesos integrales puede verse en la ecuaci¶on (3.119).
40Es com¶un decir que un proceso es blanco si ¶este tiene una funci¶on de correlaci¶on deltiforme. Ver ¶ultimo

ejercicio de la secci¶on (3.1.2).
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La ecuaci¶on (3.86) de¯ne el proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado. Para resolver
este problema notemos que si escribimos ´(t) = _V + °V , podemos volver a escribir G´([k]),
lluego de efectuar integrales por parte, en la forma:

G´([k]) = e
¡ik0V0 GV

µ
[¡e+°t d

dt
e¡°tk(t)]

¶
: (3.87)

Entonces, de¯niendo la funci¶on de prueba Z(t) = ¡e+°t ddte¡°tk(t) podemos escribir

GV ([Z]) = e
+ik0V0 G´

µ
[e°tk(0)¡

Z t

0

e°(t¡s)Z(s) ds]
¶
: (3.88)

Note, de la de¯nici¶on misma de funci¶on de prueba Z(t), que la constante k0 es funcional
de Z(t) seg¶un

k0 ´ k(0) =
Z 1

0

Z(s) exp(¡°s) ds: (3.89)

La funcional (3.88) es la soluci¶on al problema planteado, pues permite obtener todos los
cumulantes del proceso generalizado V(t) si se conoce la funcional del ruido G´([k]) [17].

Ejercicio. A partir de la funcional (3.88) muestre que en el caso de que ´(t) sea gaussiano
y blanco se obtiene tambi¶en el resultado conocido (3.85) del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Ejercicio optativo. Demuestre expl¶³citamente que (3.88) es la expresi¶on general cualquie-
ra que sea la funcional caracter¶³stica del ruido ´(t):

Excursus. (Procesos no markovianos fuertes.) Aqu¶³ se trata de caracterizar un pe
X(t) cuando su evoluci¶on temporal est¶a gobernada por la ecuaci¶on diferencial estoc¶astica:

d

dt
X(t) = ´(t); (3.90)

cualquiera que sea la funcional caracter¶³stica del ruido ´(t). La ecuaci¶on (3.90) es un caso
particular de (3.86) y de¯ne el proceso de Wiener generalizado. En los casos en que el
ruido ´(t) sea \blanco", el proceso as¶³ de¯nido ser¶a markoviano pero, por supuesto, no
necesariamente gaussiano. En particular, dependiendo del \alcance" de la memoria de la
correlaci¶on del ruido ´(t), es posible clasi¯car al pe X(t) como no markoviano en un sentido
fuerte o d¶ebil, en funci¶on de su comportamiento en tiempos su¯cientemente largos [15, 18].

Excursus. De¯niendo el ruido de L¶evy mediante la funcional:

G´([k]) =

¿
exp

·
i

Z 1

0

k(t)´(t) dt

¸À
= exp

µ
¡b

Z 1

0

jk(s)j® ds
¶
; ® 2 (0; 2]; b > 0;

obtenga los vuelos de L¶evy a partir de (3.90). En este mismo contexto tambi¶en se pueden
estudiar generalizaciones al caso no aut¶onomo [12]. En el ap¶endice H.2 se presenta una
discuci¶on sobre los vuelos de L¶evy.

3.15 Difusi¶on de la fase¤

Una aplicaci¶on interesante del proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado es el estudio de
la rotaci¶on de una mol¶ecula \esf¶erica". Si imaginamos que la mol¶ecula es un cuerpo r¶³gido,
la ecuaci¶on de movimiento ser¶a

d

dt
~L = ~̈ ; (3.91)
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donde ~L es el vector momento angular y ~̈ es la suma de los torques aplicados al cuerpo
r¶³gido. En presencia de °uctuaciones la suma de los torques tendr¶a una contribuci¶on es-
toc¶astica ´(t); adem¶as de los posibles torques externos ~̈ ext(t), entonces tambi¶en habr¶a que

considerar un t¶ermino disipativo proporcional a la velocidad angular °~*, con lo cual la
ecuaci¶on de movimiento toma la forma

d

dt
~L+ °~* = ~̈ ext(t) + ~́(t): (3.92)

Si el cuerpo r¶³gido es un rotor plano (un plato), el momento angular es simplemente I*;
donde I es el momento de inercia del plato. En este caso los torques ser¶an vectores en la
direcci¶on de la velocidad angular ~*. Entonces la ecuaci¶on de movimiento estoc¶astica para
el rotor plano es

I
d

dt
*+ °* = ¨ext(t) + ´(t): (3.93)

Si interesa estudiar la respuesta del sistema cuando el torque externo ¨ext(t) es apagado
(por ejemplo, en t = 0), se puede demostrar en el contexto de la teor¶³a de la respuesta
lineal (ver cap¶³tulo 5) que s¶olo es necesario estudiar la din¶amica del sistema sin excitaci¶on
externa. O sea, habr¶a que estudiar (para t > 0) funciones de correlaci¶on y la relajaci¶on de
la velocidad angular del sistema libre, es decir:

I
d

dt
*+ °* = ´(t): (3.94)

3.15.1 Relajaci¶on diel¶ectrica

En 1913 Debye introdujo el modelo del rotor plano para estudiar el fen¶omeno de la relajaci¶on
de un °uido diel¶ectrico. El consider¶o un ensemble de mol¶eculas independientes entre s¶³, cada
una con un momento dipolar diel¶ectrico permanente ~¹, libre de rotar en un eje ¯jo. En
este caso el torque externo se da entre el vector campo el¶ectrico ~E y el momento dipolar
permanente ~¹, o sea ¨ext(t) = ¹E(t) senÁ donde Á; es el ¶angulo inicial (en el plano) entre

los vectores ~E y ~¹. Si en t = 0 apagamos el campo el¶ectrico, a partir de (3.94) se deduce
que la ecuaci¶on de evoluci¶on para la fase Á es simplemente

I
d2

dt2
Á+ °

d

dt
Á = ´(t); t > 0: (3.95)

Esta ecuaci¶on se puede estudiar en t¶erminos de dos pe, *(t) y Á(t), es decir utilizamos (3.94)
en conjunci¶on con

d

dt
Á = *(t): (3.96)

Entonces el estudio de este sistema f¶³sico se reduce al estudio del proceso de Ornstein-
Uhlenbeck [19]. En particular, si los torques estoc¶asticos ´(t) no son gaussianos el pe *(t)
ser¶a un proceso de Ornstein-Uhlenbeck generalizado [15].

La funcional de la velocidad angular * se puede obtener de (3.88) comparando (3.94)
con (3.86) (para I = 1); o sea,

G*([Z]) = e
+ik0*0 G´

µ
[

Z 1

t

e°(t¡s)Z(s) ds]
¶
; (3.97)
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donde k0 =
R1
0
Z(s) exp(¡°s) ds: La funcional de la fase Á se obtiene inmediatamente de

(3.96) utilizando la funcional G*([Z]) como funcional del \ruido". Entonces, nuevamente,
utilizando (3.88) con V ! Á y ° = 0, ´ ! *, y comparando (3.86) con (3.96) se deduce que

GÁ([M ]) = e
+iq0Á0 G*

µ
[

Z 1

t

M(s) ds]

¶
; (3.98)

donde q0 =
R1
0
M(s) ds. Introduciendo (3.97) en (3.98) se deduce que la funcional de la

fase se escribe, para todo torque estoc¶astico ´(t), en la forma:

GÁ([M ]) = e
+iq0Á0e+ik0*0 G´

µ
[

Z 1

t

e°(t¡s)
Z 1

s

M(s0) ds0 ds]
¶
: (3.99)

Aqu¶³ Á0 es el ¶angulo inicial y *0 = _Á0 la velocidad angular inicial en t = 0. La expresi¶on
(3.99) es exacta y v¶alida para cualquier tipo de pe ´(t). En particular si los torques es-
toc¶asticos son gaussianos blancos, utilizando (3.50) se obtiene para la funcional de la fase

GÁ([M ]) = e+iq0Á0e+ik0*0 exp

·
¡¡2
2

Z 1

0

µZ 1

t

e°(t¡s)
Z 1

s

M(s0) ds0 ds
¶

£
µZ 1

t

e°(t¡s)
Z 1

s

M(s0) ds0 ds
¶
dt

¸
:

Puesto que interesa estudiar la relajaci¶on del momento dipolar ¹ hcosÁ(t)i, todas las
correlaciones se pueden obtener a partir de relaciones trigonom¶etricas y de considerar la
funcional coseno y la funcional seno, por ejemplo:¿

cos

·Z 1

0

Á(t)M(t) dt

¸À
= Re [GÁ([M ])] : (3.100)

Ejemplo. Se puede obtener hcosÁ(t1)i considerando la funcional (3.100) con la funci¶on
de prueba M(t) = ±(t¡ t1). En este caso, y para torques gaussianos, se obtiene

hcosÁ(t1)i = cos
·
Á0 +

1

°

¡
1¡ e¡°t1

¢
_Á0

¸
exp

µ
¡¥(t1)
2

¶
;

donde

¥(t) =
¡2
2°3

£
2°t¡ 3¡ e¡2°t + 4e¡°t

¤
:

Es decir, para tiempos largos, °tÀ 1, la relajaci¶on dipolar es exponencial.

Ejercicio optativo. Considere el rotor plano en presencia de torques gaussianos no blancos
y caracterizados por una funci¶on de correlaci¶on de largo alcance. Muestre que la relajaci¶on
del momento dipolar ya no es una funci¶on exponencial. Calcule la correlaci¶on dipolo-dipolo
hcosÁ(t1) cosÁ(t2)i : Muestre que la funci¶on de correlaci¶on coseno-coseno se puede estudiar
calculando hcos [Á(t1)¡ Á(t2)]i mediante (3.100) evaluada con la funci¶on de prueba M(t) =
±(t¡ t1)¡ ±(t¡ t2). Ver, por ejemplo, [15].

Excursus. Considere el mismo rotor plano pero cuando los torques estoc¶asticos no son
gaussianos, ver por ejemplo [12].
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3.16 Realizaciones estoc¶asticas (desarrollo en autofun-
ciones)

Suele ser conveniente contar con aproximaciones semianal¶³ticas para cada una de las realiza-
ciones de un proceso estoc¶astico, m¶as a¶un cuando se trata de estudiar campos estoc¶asticos.
Como veremos en esta secci¶on, una representaci¶on en autofunciones puede f¶acilmente ser
generalizada al caso de campos estoc¶asticos d+ 1 dimensional.

Sea Z(t) 2 Re un pe arbitrario para t 2 [0; T ], del cual s¶olo se conocen sus dos primeros
cumulantes (en principio no hay raz¶on para suponer que los cumulantes superiores sean
nulos). Consideremos el desarrollo en autofunciones del segundo cumulante,Z T

0

hhZ(t)Z(s)iiÁj(s) ds = ¸jÁj(t): (3.101)

Supondremos que el conjunto de autofunciones fÁj(s)g es normalizable y completo, es
decir:41

Z T

0

Ál(s)Áj(s) ds = ±ljX
j

Áj(t)Áj(t
0

) = ±(t¡ t0)

Z T

0

Áj(s) ds = Cte.

Entonces, cada realizaci¶on Z(t) puede ser representada en t¶erminos de autofunciones del
operador integral (3.101) [operador de Fredholm con n¶ucleo sim¶etrico42 hhZ(t)Z(s)ii] seg¶un

Z(t) =
X
j

zjÁj(t);

donde obviamente zj son n¶umeros aleatorios:

zj =

Z T

0

Z(s)Áj(s) ds:

De aqu¶³ se observa que sus valores medios vienen dados por

hzji =
Z T

0

hZ(s)iÁj(s) ds;

41Como siempre, aqu¶³ ±ij ´ ±i;j representa la delta de Kroneker.
42Puesto que el n¶ucleo del operador de Fredholm es sim¶etrico, y suponiendo v¶alida la condici¶on de Hilbert-

Schmidt,
R T
0

R T
0
jhhZ(s)Z(t)iij2 dt ds <1; es posible probar las siguientes proposiciones:

a) La ecuaci¶on integral tiene al menos un autovalor no nulo.
b) Cada autovalor tiene a lo sumo una degeneraci¶on ¯nita.
c) Existe un conjunto (¯nito o in¯nito) de autofunciones completo, con la propiedad de que toda funci¶on

F (t) de cuadrado integrable en [0; T ] puede ser representada, en el sentido de convergencia en media, en
la forma: F (t) = h(t) +

P
Án(t)zn; donde h(t) es una funci¶on que veri¯ca

R
hhZ(t)Z(s)iih(t)dt = 0 y

zn =
R T
0
Án(t)Z(t)dt.

e) El n¶ucleo hhZ(t)Z(s)ii de la ecuaci¶on integral puede ser desarrollado en serie en la forma hhZ(t)Z(s)ii =P
¸nÁn(t)Án(s), convergiendo en media.
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mientras que el segundo cumulante est¶a caracterizado por el autovalor ¸j :

*
z2j

®
¡ hzji2 = ¸j

Z T

0

Áj(s)
2 ds = ¸j :

Aqu¶³ hemos usado la normalizaci¶on
R T
0
Áj(s)

2 ds = 1. Vemos entonces que el problema se
ha reducido a caracterizar las va zj ; luego, si s¶olo conocemos los dos primeros momentos del
pe Z(t), ello equivale a \construir" una aproximaci¶on gaussiana para las realizaciones Z(t).

Ejercicio. Pruebe que zj , zl no est¶an correlacionadas. >Son zj ; zl vaei?
Ejercicio. La distribuci¶on de probabilidad P (zj) viene dada por la funci¶on caracter¶³stica

Gzj (k), que a su vez viene dada en t¶erminos de las autofunciones Áj(s) y todos los cumulantes
del pe Z(t) seg¶un

Gzj (k) ´ hexp [ikzj ]i

=

*
exp

"
ik

Z T

0

Z(s)Áj(s) ds

#+

= exp

" 1X
m=1

(ik)m

m!

Z T

0

¢ ¢ ¢
Z T

0

Áj(s1) ¢ ¢ ¢ Áj(sm) hhZ(s1) ¢ ¢ ¢ Z(sm)ii
mY
l=1

dsl

#
:

Muestre que Gzj (k) no es una funcional caracter¶³stica, aqu¶³ las autofunciones Áj(s) son

factores de peso que provienen del desarrollo en cumulantes de la va zj ´
R T
0
Z(s)Áj(s) ds.

Ejercicio. En la aproximaci¶on gaussiana, muestre que cuando hZ(t)i = 0 la distribuci¶on
conjunta de todas las va zj , o sea, P (fzjg), queda completamente caracterizada por la forma
bilineal ~z ¢A ¢ ~z:

P (fzjg) / exp
·
¡~z ¢A ¢ ~z

2

¸
;

donde la matriz diagonal A viene dada por

A¡1 =

0BBBB@
¢ 0 0 0 0
¢ ¸i¡1 ¢ 0 0
0 ¢ ¸i ¢ ¢
0 0 ¢ ¸i+1 ¢
0 0 0 0 ¢

QCCCCA :
En principio los autovalores ¸i pueden ser degenerados, pero se ha supuesto que el con-

junto de autofunciones Áj(s) es completo. Note que el bene¯cio de usar esta representaci¶on
(de Karhumen-Lo¶eve) radica en poder construir aproximaciones (gaussianas) anal¶³ticas a las
realizaciones Z(t) en t¶erminos de va no correlacionadas zj [20].

Ejemplo. Aqu¶³ mostramos c¶omo trabajar la ecuaci¶on integral (3.101) en un caso parti-
cularmente simple. Supongamos que la funci¶on de correlaci¶on hhZ(t1)Z(t2)ii tiene la si-
guiente dependencia en los argumentos (t1; t2) :

hhZ(t1)Z(t2)ii = g (min(t1; t2)) : (3.102)

El caso lineal g(t) = t corresponde al movimiento browniano (proceso de Wiener). Aplicando
(3.102) en (3.101) se obtieneZ t1

0

g(t2)Á(t2) dt2 + g(t1)

Z T

t1

Á(t2) dt2 = ¸Á(t1): (3.103)
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Entonces Á(t = 0) veri¯ca la relaci¶on

¸Á(0) = g(0)

Z T

0

Á(t2) dt2:

Si se elige una funci¶on de correlaci¶on que satisface g(0) = 0, obtenemos para las autofun-
ciones la siguiente la condici¶on de contorno:

Á(0) = 0: (3.104)

Diferenciando la ecuaci¶on (3.103) una vez con respecto a t1, se obtiene
43

g(t1)Á(t1) + g
0

(t1)

Z T

t1

Á(t2) dt2 ¡ g(t1)Á(t1) = g
0

(t1)

Z T

t1

Á(t2) dt2 = ¸Á
0

(t1): (3.105)

Luego, si se satisface g
0

(T ) 6= 1, se deduce la segunda condici¶on de contorno para las
autofunciones:

Á
0

(T ) = 0: (3.106)

Diferenciando otra vez la ecuaci¶on (3.105), se obtiene

g
00

(t1)

Z T

t1

Á(t2) dt2 ¡ g
0

(t1)Á(t1) = ¸Á
00

(t1): (3.107)

Esta es la ecuaci¶on que deber¶³amos resolver, junto con las condiciones de contorno (3.104)
y (3.106), para encontrar las autofunciones Á(t).

Ejercicio. Muestre que en el caso de que g(t) sea lineal, las autofunciones estar¶an carac-
terizadas por

Áj(t) =

r
2

T
sen(!jt) donde !j =

s
1

¸j
=
(2j + 1)¼

2T
; j = 1; 2; 3 ¢ ¢¢

Entonces las realizaciones del proceso de Wiener se pueden escribir en la forma

Z(t) =

r
2

T

1X
j=1

zj sen(!jt); zj =

r
2

T

Z T

0

Z(t) sen(!jt) dt:

Si hZ(t)i = 0 ) hzji = 0; y, como ya se coment¶o, fzjg son vaei con segundo momento*
z2j

®
= ¸j = (2T= (2j + 1)¼)

2 :
Ejercicio optativo. Estudie el desarrollo en autofunciones Áj(t) para situaciones en las

que g(t) no es lineal.
Ejercicio optativo. Generalice el desarrollo en autofunciones para campos estoc¶asticos

d+ 1 dimensional. Considere un n¶ucleo en el operador integral (3.101) de la forma

hhZ(r1;t1)Z(r2;t2)ii ;

donde r es un vector de dimensi¶on d.

43En general usaremos la notaci¶on: g
0

(t) = d
dt
g(t); g

00

(t) = d2

dt2
g(t); etc.
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3.17 Ecuaciones diferenciales estoc¶asticas

3.17.1 Ecuaci¶on de Langevin

Una ecuaci¶on diferencial en la cual aparecen coe¯cientes que son funciones aleatorias del
tiempo, de car¶acter gaussiano y con correlaci¶on deltiforme, es una ecuaci¶on de Langevin.
Por otro lado, y como es evidente, la ecuaci¶on de Langevin es s¶olo un caso particular de
ede.

Las fuerzas generalizadas de Langevin, habitualmente denominadas, fuerzas de ruido
blanco, representan a las variables din¶amicas que °uct¶uan en una escala de tiempo corta,
en comparaci¶on con la relajaci¶on de las variables de estado macrosc¶opicas que describen
un sistema [1]. M¶as a¶un, estamos suponiendo que conocemos, en un sentido estad¶³stico,
el comportamiento de estas variables que llamamos \ocultas", y a las que representamos
mediante uno o varios pe. En lo que sigue analizaremos en detalle el caso 1-dimensional.44

Sea

dX

dt
= h(X; t) + g(X; t)»(t); (3.108)

la ede para la variable X: Aqu¶³ »(t) es un pe gaussiano ±-correlacionado de media nula, por
lo que est¶a completamente caracterizado por (3.39), (3.40) y se cumple que W (t)¡W (0) =R t
0
»(¿) d¿; donde W (t) es una realizaci¶on del pe de Wiener. En (3.108), h(X; t) y g(X; t)

son funciones conocidas de la variable inc¶ognita45 X y del tiempo t.
En realidad la ede (3.108) no est¶a bien de¯nida, pues la integralZ

g(X; t0) dW (t0) (3.109)

no est¶a, a¶un, correctamente especi¯cada. Cada elecci¶on particular de la regla de integraci¶on
que se use, se corresponder¶a con un c¶alculo diferencial estoc¶astico espec¶³¯co. Esta distinci¶on
es la que conduce, por ejemplo, al c¶alculo diferencial estoc¶astico de Ito o al de Stratonovich
[2]. En particular el c¶alculo de Stratonovich coincide con el c¶alculo diferencial ordinario
(tiene las mismas reglas de diferenciaci¶on).

Si g(X; t) fuese, a lo sumo, una funci¶on dependiente del tiempo, esta di¯cultad no apare-
cer¶³a, pues el vm de la integral en cuesti¶on ser¶³a el vm de una integral ordinaria de Riemann-
Stieljes: DX

g(¿j)[W (tj)¡W (tj¡1)]
E
;

la cual converge a
*R
g(t0) dW (t0)

®
independientemente de la elecci¶on de ¿j , donde tj¡1 <

¿j < tj . Este tipo de an¶alisis no ser¶a discutido en el presente texto,
46 aqu¶³ s¶olo nos limitare-

mos a usar el c¶alculo diferencial estoc¶astico de Stratonovich.
Existen justi¯caciones f¶³sicas para elegir un c¶alculo diferencial u otro. En particular, en

el caso de usar una funci¶on de correlaci¶on,
DD
»(t)»(t

0

)
EE
; que aproxima a la ± de Dirac

se obtiene un c¶alculo diferencial que coincide con el c¶alculo de Stratonovich. ¶Esta es una
justi¯caci¶on plausible para el uso de este particular c¶alculo diferencial estoc¶astico. Por otro
lado, el c¶alculo de Stratonovich es f¶³sicamente razonable en los casos en que las fuerzas

44Una presentaci¶on escueta de la generalizaci¶on a n ecuaciones acopladas se presenta en la ¶ultima secci¶on.
45Aqu¶³ ya conviene simpli¯car la notaci¶on y denotar pe X(t) al proceso caracterizado por la ede (3.108).
46Una discusi¶on de este tema se puede consultar en el texto de Langouch, Roekaerts y Tirapegui [8].
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de Langevin sean externas, pues all¶³ las correlaciones aproximan a la ± de Dirac. Cabe
destacar que la ecuaci¶on (3.108), en s¶³ misma, no tiene sentido, sin antes especi¯car un
c¶alculo diferencial estoc¶astico; es decir, si no se de¯ne en qu¶e instante47 hay que evaluar la
funci¶on g(X(t0); t0) en el integrando (3.109).

3.17.2 Integrales de Wiener en el c¶alculo de Stratonovich

A los efectos de ilustrar este particular c¶alculo diferencial presentaremos aqu¶³ algunos ejem-
plos de aplicaciones concretas.

Ejemplo. Sea W (t) una realizaci¶on del pe de Wiener (con W (0) = 0). Si de¯nimos

el proceso gaussiano *(t) =
R t
0
W (s) ds; podr¶³a ser necesario considerar valores medios y

correlaciones entre ambos procesos. Por ejemplo, calculemos

hW (t)*(t)i =
¿
W (t)

Z t

0

W (s) ds

À
=

Z t

0

hW (s)W (t)i ds:

Usando la correlaci¶on del proceso de Wiener hW (s)W (t)i = minft; sg se ve inmediatamente
que

hW (t)*(t)i =
Z t

0

s ds =
t2

2
:

Ejercicio. Considere el proceso de Wiener. Muestre integrando por partes que¿Z t+¿

t

W (s) dW (s)

À
=
¿

2
:

Ejemplo. Usando el c¶alculo diferencial ordinario mostremos ahora que¿Z t

0

*(t0) dW (t0)
À
= 0:

Para ello, primero integramos por partes (con las reglas usuales de diferenciaci¶on); entoncesZ t

0

*(t0) dW (t0) = [*(t0)W (t0)]t0 ¡
Z t

0

_*(t0)W (t0) dt0:

De la de¯nici¶on del proceso *(t) y notando que W (0) = *(0) = 0 se observa queZ t

0

*(t0) dW (t0) = *(t)W (t)¡
Z t

0

W (t0)W (t0) dt0;

entonces, tomando valores medios en las realizaciones del proceso de Wiener se obtiene
¯nalmente ¿Z t

0

*(t0) dW (t0)
À

=

¿
*(t)W (t)¡

Z t

0

W (t0)W (t0) dt0
À

= h*(t)W (t)i ¡
Z t

0

hW (t0)W (t0)i dt0

=
t2

2
¡

Z t

0

t0 dt0 = 0:

47En el c¶alculo de Stratonovich el instante ¿j que se usa es justo el punto medio.
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Ejercicio. Muestre que la correlaci¶on del proceso *(t) =
R t
0
W (s) ds viene dada por

h*(t1)*(t2)i =
¡1
6
t31 +

t2t
2
1

2
para t1 < t2:

O sea, el proceso *(t) es gaussiano pero no es estacionario ni markoviano [21]. >Por qu¶e?
Ejercicio optativo. Calcule la funcional generatriz del proceso *(t) y veri¯que el resultado

del ejercicio anterior. Ayuda: use los resultados de la secci¶on (3.14).

Ejercicio. Sea el proceso no gaussiano ´(t) =
R t
0
*(s) dW (s). Muestre que la correlaci¶on

del proceso ´(t) viene dada por

h´(t1)´(t2)i =
1

12
[min(t1; t2)]

4 :

O sea, el proceso ´(t) no es estacionario. >Por qu¶e a partir de este resultado no es posible
concluir nada sobre la condici¶on de no Markoviano del proceso ´(t)?

Ejercicio. Sea el proceso no gaussiano ¤(t) =
R t
0
W 2(s) ds. Muestre que el segundo

momento de ¤(t) viene dado por [22]

*
¤2(t)

®
=
7

12
t4:

Ejercicio optativo. Sea el proceso µ(t) =
R t
0
´(s) ds con ´(t) =

R t
0
*(s) dW (s). Muestre

que el segundo momento de µ(t) viene dado por

*
µ2(t)

®
=

1

180
t6:

3.17.3 Ecuaciones diferenciales estoc¶asticas de Stratonovich

Tiempos cortos

Si escribimos (3.108) en forma integral

X(t+ ¿) = X +

Z t+¿

t

h(X(t0); t0) dt0 +
Z t+¿

t

g(X(t0); t0)»(t0) dt0; (3.110)

el tercer t¶ermino del segundo miembro muestra la integral en con°icto. Aqu¶³ hay que
especi¯car el c¶alculo diferencial estoc¶astico a usar [23]. En lo que sigue adoptaremos siempre
el c¶alculo de Stratonovich [5, 13, 24]. Suponiendo que tanto h(X(t0); t0) como g(X(t0); t0) se
pueden desarrollar en series de Taylor48 alrededor de X

h(X(t0); t0) ' h(X; t0) + h0(X; t0)(X(t0)¡X) + ¢ ¢ ¢
(3.111)

g(X(t0); t0) ' g(X; t0) + g0(X; t0)(X(t0)¡X) + ¢ ¢ ¢;

se obtiene, a partir de (3.110), que la soluci¶on integral s¶olo depende de la condici¶on inicial
X y de las realizaciones de los incrementos de Wiener dW (t) = »(t) dt. Mediante este
procedimiento es posible calcular todos los momentos en O(¿n).
48En esta secci¶on h0(X; t) o h00(X; t), etc. representar¶a la primera o segunda derivada de la funci¶on h(X; t)

con respecto a X.
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Si la ede fuese lineal, ser¶³a factible obtener la soluci¶on exacta X([»(t)]; t) como funcional
del pe »(t). En este caso se pueden calcular todos los momentos del pe X(t) a partir
del conocimiento estad¶³stico de pe »(t). Alternativamente, tambi¶en es factible calcular la
funcional caracter¶³stica del proceso en estudio [ver secci¶on (3.14)]. En la mayor¶³a de los
casos no lineales no es posible obtener una soluci¶on cerrada de la ede (3.108); sin embargo,
es factible obtener una ecuaci¶on en derivadas parciales para el propagador del pe X(t) (o
sea, P (x; t j x0 ; t0)). Esta ecuaci¶on de evoluci¶on se llama ecuaci¶on de Fokker-Planck (F-P)
y ser¶a analizada en detalle en la pr¶oxima secci¶on.

Ejercicio optativo. Aplicando (3.111) en (3.110), obtenga luego de repetidas iteraciones

X(t+ ¿)¡X =

Z t+¿

t

h(X; t0) dt0 +
Z t+¿

t

h0(X; t0)
Z t0

t

h(X; t00) dt0 dt00 + (3.112)

+

Z t+¿

t

h0(X; t0)
Z t0

t

g(X; t00)»(t00) dt00 dt0 +
Z t+¿

t

g(X; t0)»(t0) dt0 +

+

Z t+¿

t

g0(X; t0)
Z t0

t

h(X; t00)»(t0) dt00 dt0 +

+

Z t+¿

t

g0(X; t0)
Z t0

t

g(X; t00)»(t00)»(t0) dt00 dt0 + ¢ ¢ ¢:

Ejercicio. Bas¶andose en el teorema fundamental del an¶alisis (teorema del valor medio
para funciones continuas) muestre que en el l¶³mite ¿ ! 0 se obtiene

lim
¿!0

Z t+¿

t

h0(X; t0)
Z t0

t

h(X; t00) dt0 dt00 ! b¿2h0(X; t)h(X; t) + b¿3h00(X; t)h(X; t) +O(¿4);

donde b 2 [0; 1]. O sea, las integrales que no contienen fuerzas de Langevin »(t) se comportan
en el l¶³mite ¿ ! 0 del O(¿2).

Ejercicio guiado. Mostremos usando diferenciales de Wiener que en el l¶³mite ¿ ! 0 se
obtiene:

lim
¿!0

*Z t+¿

t

g0(X; t0)
Z t0

t

g(X; t00)»(t0)»(t00) dt0 dt00
+
! ¿

2
g0(X; t)g(X; t) +O(¿n); (3.113)

con n > 1. Para demostrar este resultado primero identi¯camos dW (t0) = »(t0) dt0. Entonces
usando el teorema fundamental del an¶alisis podemos escribir:Z t+¿

t

g0(X; t0) dW (t0)
Z t0

t

g(X; t00) dW (t00) = g(X; b)
Z t+¿

t

g0(X; t0) dW (t0) [W (t0)¡W (t)] ;

donde b 2 (t; t0). En el l¶³mite ¿ » 0 podemos aproximar este resultado en la forma

g(X; b)

Z t+¿

t

g0(X; t0)dW (t0) [W (t0)¡W (t)] ¼

¼ g(X; b)g0(X; t)
Z t+¿

t

dW (t0) [W (t0)¡W (t)] =

= g(X; b)g0(X; t)
µZ t+¿

t

W (t0) dW (t0)¡ W (t)

Z t+¿

t

dW (t0)
¶
:
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Si ahora tomamos el valor medio y usamos¿
W (t)

Z t+¿

t

dW (t0)
À
=
*
W (t)W (t+ ¿)¡W (t)2

®
= 0;

se deduce que*Z t+¿

t

g0(X; t0) dW (t0)
Z t0

t

g(X; t00) dW (t00)

+
»= g(X; b)g0(X; t)

¿Z t+¿

t

W (t0) dW (t0)
À

»= g(X; b)g0(X; t)
¿

2
;

y en el l¶³mite ¿ ! 0 corresponde al resultado (3.113), pues b! t:
Ejercicio optativo. Muestre que el resultado del ejercicio anterior tambi¶en se puede

obtener usando las propiedades de los cumulantes de »(t), si adem¶as se interpreta queZ a

b

f(x)±(x¡ a) dx = 1

2
f(a):

Esta de¯nici¶on est¶a en acuerdo con la interpretaci¶on del c¶alculo diferencial de Stratonovich.
Ejercicio guiado. Usando (3.112) y las propiedades estad¶³sticas del pe »(t), obtenga en

el l¶³mite ¿ ! 0

hX(t+ ¿)¡Xi =

·
h(X; t) +

1

2
g0(X; t)g(X; t)

¸
¿

(3.114)D
(X(t+ ¿)¡X)2

E
= [g(X; t)g(X; t)] ¿:

Note que ¿ es el orden principal. Muestre tambi¶en que los momentos superiores son de
O(¿2). ¶Este es el motivo por el cual una ede del tipo (3.108) caracteriza, en general, a X(t)
como un pe markoviano inducido por el ruido gaussiano blanco »(t).

Excursus. En general, a partir de una ede arbitraria como la (3.108) se puede ver que
si el ruido »(t), cualquiera que sea, es ±-correlacionado, entonces el proceso inducido X(t)
ser¶a markoviano (ver ejercicio 16-20, p¶ag. 651 de la referencia [10]).

Ejercicio optativo. A partir de la ede (3.76) y para el caso en que el ruido »(t) tenga
una correlaci¶on exponencial,

*
»2
®
e¡jtj=¿c , muestre que la difusividad, lim¿!0

*
¢V (¿)2

®±
¿;

se anula si ¿c 6= 0; de aqu¶³ es posible inferir que el pe V (t) no es markoviano.

Perturbaciones temporales singulares

En general, una ede no puede ser analizada para tiempos largos mediante un desarrollo
perturbativo del tipo (3.112), pues este tipo de an¶alisis implica una perturbaci¶on singular.
El presente ejemplo determinista muestra tal problema.

Considere la ecuaci¶on diferencial:

d

dt
X = ¡²X; X(0) = 1; ² > 0; t 2 [0;1] (3.115)

La soluci¶on es obvia: X(t) = exp(¡² t); y su l¶³mite asint¶otico X(t ! 1) ! 0 tambi¶en
es inmediato. Note que este sencillo resultado no se puede obtener mediante una teor¶³a de
perturbaci¶on en el tiempo.
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Ejercicio. Muestre que la soluci¶on perturbativa (temporal) de (3.115) es:49

X(t) =
1X
n=0

(¡² t)n
n!

: (3.116)

Pero si no conoci¶eramos esta suma y cort¶aramos (3.116) en el orden p; obtendr¶³amos

Xp(t) »
pX
n=0

(¡² t)n
n!

: (3.117)

Esta expresi¶on aproxima el resultado correcto s¶olo para tiempos t ¿ p=². M¶as a¶un, esta
aproximaci¶on dar¶³a un resultado asint¶otico incorrecto [X(t ! 1) ! diverge], este simple
hecho muestra que en general los desarrollos perturbativos en el tiempo son singulares.

Ejercicio optativo. Muestre que si se introduce un desarrollo perturbativo en la variable
conjugada de Laplace,50 este fen¶omeno singular desaparece.

Desafortunadamente, la transformada de Laplace no es ¶util en una ede del tipo (3.108).
Necesitamos, entonces, alguna hip¶otesis extra que nos permita obtener informaci¶on sobre
el pe X(t), a todo tiempo, conociendo solamente sus desarrollos perturbativos a tiempos
cortos. Esta hip¶otesis la proporciona la estructura de los procesos de Markov, raz¶on por la
cual estos pe son de importancia en la teor¶³a estad¶³stica de no equilibrio; ver secci¶on (3.18).

Comentario sobre los cumulantes de procesos integrados

En el cap¶³tulo 1 presentamos la funci¶on generadora de los cumulantes de una va como el
logaritmo de la funci¶on caracter¶³stica. Adem¶as, en ese mismo cap¶³tulo se introdujo tambi¶en
un esquema de diagramas que permite el c¶alculo de cualquier cumulante de orden n si se
conocen los cumulantes de orden inferior.

Consideremos ahora un pe de¯nido mediante la integral de un proceso arbitrario ´(t); o
sea:

X(t) =

Z
´(s) ds: (3.118)

Se trata aqu¶³ de mostrar que, en efecto, la siguiente ecuaci¶on es v¶alida para todo pe ´(t) y
n arbitrario:

hhX(t1) ¢ ¢ ¢X(tn)ii =
Z
¢ ¢ ¢

Z
ds1 ¢ ¢ ¢ dsn hh´(s1) ¢ ¢ ¢ ´(sn)ii : (3.119)

Ejemplo. Para el caso del segundo cumulante, la relaci¶on es obvia. Probemos (3.119)
para el tercer cumulante. En general, usando el esquema diagram¶atico51 se deduce que

hhX(t1)X(t2)X(t3)ii = hX(t1)X(t2)X(t3)i ¡ hhX(t1)X(t2)ii hX(t3)i¡

¡hhX(t1)X(t3)ii hX(t2)i ¡ hhX(t2)X(t3)ii hX(t1)i ¡ hX(t1)i hX(t2)i hX(t3)i ;
49Obviamente esta expresi¶on es el desarrollo en serie de una exponencial.
50La transformada de Laplace de una funci¶on arbitraria f(t) se de¯ne de la siguiente manera: f(u) ´

Lu[f(t)] =
R
1

0
f(t)e¡ut dt, donde u es un n¶umero arbitrario siempre y cuando la integral converja. El

estudio de f(u) en el l¶³mite u ! 0 da informaci¶on sobre el comportamiento de f(t) para el r¶egimen de
tiempos largos t!1. En el cap¶³tulo 7 se dar¶an algunas propiedades al respecto.
51Ver secci¶on (1.10).
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y aplicando (3.118) en esta expresi¶on se obtiene

hhX(t1)X(t2)X(t3)ii =

Z Z Z
fh´(s1)´(s2)´(s3)i ¡ hh´(s1)´(s2)ii h´(s3)i¡

¡hh´(s1)´(s3)ii h´(s2)i ¡ hh´(s2)´(s3)ii h´(s1)i ¡

¡h´(s1)i h´(s2)i h´(s3)ig ds1 ds2 ds3

=

Z Z Z
hh´(s1)´(s2)´(s3)ii ds1 ds2 ds3;

que es el resultado que se quer¶³a probar.
Ejercicio. Muestre que la relaci¶on (3.119) es v¶alida para todo n.
Ejemplo. Podemos invocar un desarrollo en cumulantes para promediar soluciones que

involucren integrales estoc¶asticas. Un ejemplo de aplicaci¶on es la ede dX=dt = ¡"(t)X,
donde "(t) es un pe arbitrario. El pe X(t) as¶³ de¯nido se llama el oscilador de Kubo [1, 17].
Su soluci¶on integral para una realizaci¶on del pe "(t) es

X(t) = X(0) exp

µ
¡
Z t

0

"(s) ds

¶
:

Un caso m¶as sencillo que ¶este ya fue presentado en la secci¶on (3.14).

Aproximaci¶on autoconsistente para peque~nas °uctuaciones¤

Si el t¶ermino de ruido en una ecuaci¶on de Langevin es peque~no, y la parte determinista
de la ecuaci¶on diferencial admite una soluci¶on estacionaria y estable, es posible estudiar la
correspondiente ede, en valor medio, en el contexto de una teor¶³a de perturbaci¶on, donde
el par¶ametro de peque~n¶es sea la amplitud de las °uctuaciones.

En el cap¶³tulo 1 vimos que si h(X) es una funci¶on no lineal arbitraria de la va X, es
factible introducir un desarrollo en °uctuaciones para calcular su vm:

hh(X)i =
1X
n=0

1

n!

·
dnh

dXn

¸
X=hXi

h(X ¡ hXi)ni : (3.120)

Entonces, en ciertas condiciones particulares para cada caso, es posible reemplazar en una
ede el t¶ermino no lineal h(X) por una expresi¶on m¶as sencilla. Es decir, es factible estudiar
de manera autoconsistente la evoluci¶on de hX(t)i en forma perturbativa. Por ejemplo, si la
ede es

d

dt
X = h(X) +

p
d »(t) ; (3.121)

donde »(t) es un ruido gaussiano blanco de media nula, podemos tomar valores medios en
(3.121) y usando (3.120) obtenemos:

d

dt
hXi =

1X
n=0

1

n!

·
dnh

dXn

¸
X=hXi

h(X ¡ hXi)ni : (3.122)
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En general, este sistema no es cerrado pero se puede resolver de forma aproximada truncando
la serie convenientemente. Por otro lado, si h(X) es un polinomio, es posible introducir
aproximaciones gaussianas, entonces (3.122) puede resolverse autoconsistentemente en ese
mismo orden de aproximaci¶on [22].

Excursus. La aproximaci¶on autoconsistente tambi¶en se puede emplear en problemas de
ecuaciones estoc¶asticas en derivadas parciales, es decir, en el an¶alisis de las °uctuaciones de
campos estoc¶asticos (sistemas no homog¶eneos) [25].

3.18 La ecuaci¶on de Fokker-Planck

El problema del c¶alculo de los momentos y correlaciones del pe X(t), caracterizado por
la ede (3.108), se reduce a calcular promedios conociendo la jerarqu¶³a de distribuciones
de Kolmogorov. Como ya se coment¶o, para un proceso de Markov el conocimiento de
la probabilidad condicionada (el propagador) y la distribuci¶on de 1-tiempo, permiten la
caracterizaci¶on completa del pe. La relaci¶on entre estos dos objetos, P (x1; t1 j x0; t0) y
P1(x; t); viene dada por la compatibilidad de la jerarqu¶³a de Kolmogorov y la regla de Bayes
(de¯nici¶on de probabilidad condicionada). En general, si el pe es estacionario, casi siempre
se estar¶a interesado en resultados asint¶oticos (tiempos largos). En cuyo caso la distribuci¶on
estacionaria de probabilidad (que es independiente de t) se obtiene como el l¶³mite asint¶otico,
para t0 ! ¡1 , del propagador.52 Por otro lado, la ecuaci¶on diferencial que gobierna
al propagador del sistema es la misma que la ecuaci¶on de evoluci¶on para la distribuci¶on de
probabilidad de 1-tiempo. Intentemos entonces obtener esta ecuaci¶on en derivadas parciales.

Existen muchos m¶etodos para la obtenci¶on de la ecuaci¶on de Fokker-Planck a partir
de una ede de Langevin. Por ejemplo, el m¶etodo de integrales de caminos [8], desarrollos
en cumulantes ordinarios y cumulantes de Terwiel53 [1, 24], an¶alisis funcional [26], etc.
En particular, aqu¶³ presentaremos uno de los m¶etodos m¶as sencillos y que est¶a fuertemente
inspirado en el c¶alculo de la funci¶on caracter¶³stica presentado en el cap¶³tulo 1. Por otro lado,
este m¶etodo permite un an¶alisis directo en aquellos casos en que las fuerzas estoc¶asticas no
sean gaussianas ni de correlaci¶on deltiforme. Por supuesto, en el caso particular de que el
ruido tenga correlaci¶on no deltiforme, la probabilidad condicionada (o propagador) no ser¶a
su¯ciente para caracterizar completamente el sistema, puesto que ¶este es no markoviano.

En la representaci¶on (II), para un valor del tiempo dado, t 2 [ti; tf ]; el pe X(t) es
equivalente a una va caracterizada por la distribuci¶on P (x; t): En particular, si el pe X(t)
toma, con certeza, un valor dado x0 en el instante t0, la distribuci¶on de la va (en el instante
t) viene dada por la probabilidad condicionada P (x; t j x0; t0). Esta distribuci¶on se puede
estudiar en t¶erminos de la funci¶on caracter¶³stica (su transformada de Fourier). Tomando
t = t + ¢t; t0 = t y x0 = X(t), la funci¶on caracter¶³stica viene dada en t¶erminos de los
momentos condicionados:

h[X(t+¢t)¡X(t)]ni ;

los cuales se suponen conocidos a partir de su correspondiente ede.54 Entonces, en general,

52Ver segundo ejercicio de la secci¶on (3.4)
53La de¯nici¶on de ambos cumulantes se present¶o en el cap¶³tulo 1. El punto de partida para pasar de una

ecuaci¶on diferencial no lineal y estoc¶astica a una ecuaci¶on lineal para la densidad de probabilidad, se basa
en el uso de la ecuaci¶on de Liouville [para un °uido no necesariamente incompresible] y el empleo del lema
de van Kampen [1].
54Por ejemplo, en la ecuaci¶on (3.114) se dan los dos primeros momentos para ¿ ! 0.
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la funci¶on caracter¶³stica condicionada55 viene dada por

G(k; x0; t;¢t) =

Z 1

¡1
exp (ik(x¡ x0))P (x; t+¢t j x0; t) dx (3.123)

= 1 +
1X
n=1

(ik)nMn(x
0; t;¢t)=n!:

Aqu¶³ Mn(x
0; t;¢t) ´ h[X(t+¢t)¡X(t)]niX(t)=x0 . La notaci¶on de momentos condiciona-

dos indica que la soluci¶on de la ede se ha tomado con la condici¶on inicial X(t) = x0. Luego,
el propagador puede obtenerse invirtiendo en Fourier la funci¶on (3.123)

P (x; t+¢t j x0; t) =
1

2¼

Z 1

¡1
exp (¡ik(x¡ x0))G(k; x0; t;¢t) dk (3.124)

=
1

2¼

Z 1

¡1
exp (¡ik(x¡ x0))

"
1 +

1X
n=1

(ik)nMn(x
0; t;¢t)=n!

#
dk:

Observando que n ¸ 1, podemos usar la siguiente relaci¶on operacional de Fourier

1

2¼

Z 1

¡1
exp (¡ik(x¡ x0)) (ik)n dk =

µ
¡ @

@x

¶n
±(x¡ x0); (3.125)

y utilizando las propiedades de la ± de Dirac, de (3.124) se obtiene

P (x; t+¢t j x0; t) =
"
1 +

1X
n=1

(¡ @

@x
)nMn(x; t;¢t)=n!

#
±(x¡ x0): (3.126)

Si ¢t ! 0; esta ecuaci¶on representa la soluci¶on in¯nitesimal para el propagador del
sistema en t¶erminos de los momentos del pe X(t): La ecuaci¶on (3.126) tambi¶en satisface la
condici¶on inicial, usual, de la probabilidad condicionada

lim
¢t!0

P (x; t+¢t j x0; t)! ±(x¡ x0):

La ecuaci¶on de evoluci¶on para la probabilidad condicionada se obtiene construyendo la
derivada temporal del propagador in¯nitesimal

lim
¢t!0

[P (x; t+¢t j x0; t)¡ P (x; t j x0; t)] =¢t = (3.127)

= lim
¢t!0

" 1X
n=1

(¡ @

@x
)n
Mn(x; t;¢t)

¢t n!

#
±(x¡ x0) ´ L(x; t)±(x¡ x0):

Entonces L(x; t) es un operador diferencial sobre la condici¶on inicial. ¶Esta es la ecuaci¶on
en derivadas parciales buscada. O sea, podemos escribir una ecuaci¶on para la derivada
temporal de la probabilidad condicionada en el instante inicial:

@

@¿
P (x; ¿ j x0 ; t0)

¯̄̄̄
¿=t0

= L(x; ¿)P (x; ¿ j x0 ; t0)
¯̄̄
¿=t0

: (3.128)

55Ver secci¶on (1.14).
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En particular, si la ede (3.108) involucra un ruido gaussiano blanco, »(t), solamente
los dos primeros momentos Mn(x

0; t;¢t) son del O(¢t); con lo cual de (3.127) se obtiene
una ecuaci¶on en derivadas parciales de segundo orden, llamada ecuaci¶on de Fokker-Planck
(F-P).

La ecuaci¶on de F-P representa la generalizaci¶on de la ecuaci¶on de difusi¶on, pues en ella
aparece un t¶ermino de deriva proporcional a

lim
¢t!0

M1(x; t;¢t)

¢t
;

As¶³ como el t¶ermino usual de difusi¶on proporcional a

lim
¢t!0

M2(x; t;¢t)

2!¢t
:

En general, ¶estos son coe¯cientes no homog¶eneos en la variable de estado x. De¯niendo

lim
¢t!0

M1(x; t;¢t)

¢t
´ K(x; t)

(3.129)

lim
¢t!0

M2(x; t;¢t)

2!¢t
´ D(x; t);

podemos escribir los coe¯cientes de la ecuaci¶on de F-P en funci¶on de los coe¯cientes que
aparecen en la ecuaci¶on de Langevin dX=dt = h(X; t) + g(X; t)»(t). Usando los resultados
de (3.114) se ve que

K(x; t) = h(x; t) +
1

2
g
0

(x; t)g(x; t) (3.130)

D(x; t) =
1

2
[g(x; t)]2 ; (3.131)

de donde se deduce que la ecuaci¶on diferencial de F-P (en el c¶alculo de Stratonovich) se
escribe para todo t; t0 en la forma

@

@t
P (x; t j x0; t0) =

·
¡ @

@x
K(x; t) +

@2

@x2
D(x; t)

¸
P (x; t j x0; t0): (3.132)

Note que integrando en la condici¶on inicial obtenemos la misma ecuaci¶on de evoluci¶on para
la distribuci¶on de probabilidad de 1-tiempo P1(x; t).

Ejercicio. Sea X(t) es un pe de Markov (continuo) caracterizado para ¢t ! 0 por
M1(x

0; t;¢t) » O(¢t), M2(x
0; t;¢t) » O(¢t) y Mn(x

0; t;¢t) » O(¢tº) con º > 1 para
n ¸ 3, donde

Mn(x
0; t;¢t) ´ h[X(t+¢t)¡X(t)]niX(t)=x0 :

Muestre que el propagador in¯nitesimal satisface

P (x; t+¢t j x0; t) =
"
1 +

2X
n=1

(¡ @

@x
)nMn(x; t;¢t)=n!

#
P (x; t j x0; t) +O(¢tº):
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Por otro lado, puesto que el pe X(t) es de Markov se cumple la ecuaci¶on de Chapman-
Kolmogorov, es decir:

P (x; t+¢t j x0 ; t0) =
Z
P (x; t+¢t j z; t)P (z; t j x0 ; t0) dz ; t ¸ t0 :

Usando (3.124) podemos relacionar P (x; t + ¢t j z; t) con la inversa de la transformada
de Fourier de G(k; z; t;¢t), entonces la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov se escribir¶a, en
funci¶on de Mn(z; t;¢t), de la siguiente manera (8 t ¸ t

0

):

P (x; t+¢t j x0 ; t0) =
Z Z

e¡ik(x¡z)
"
1 +

1X
n=1

(ik)n
Mn(z; t;¢t)

n!

#
P (z; t j x0 ; t0)dz dk

2¼
:

(3.133)
¶Esta es la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov en su forma diferencial.
Ejercicio. (Prueba de 3.132.) Usando el comportamiento (para ¢t! 0) de los momen-

tos Mn(z; t;¢t) y la relaci¶on operacional de Fourier (3.125) obtenga, a partir de la ecuaci¶on
de Chapman-Kolmogorov diferencial, la ecuaci¶on de F-P para el proceso de Markov X(t),
o sea: (3.132).

Ejercicio. Usando (3.130), (3.131) y (3.132) muestre que la ecuaci¶on de F-P asociada a
la ecuaci¶on de Langevin (3.108) se puede escribir, tambi¶en, en la forma:

@

@t
P (x; t j x0; t0) =

·
¡ @

@x
h(x; t) +

1

2

@

@x
g(x; t)

@

@x
g(x; t)

¸
P (x; t j x0; t0); 8 t ¸ t0 :

Excursus. Si en lugar de haber usado el c¶alculo diferencial de Stratonovich hubi¶esemos
usado el c¶alculo de Ito, la ecuaci¶on de F-P asociada al proceso de Markov X(t) ser¶³a

@

@t
P (x; t j x0; t0) =

·
¡ @

@x
h(x; t) +

1

2

@

@x

@

@x
g(x; t)2

¸
P (x; t j x0; t0); 8 t ¸ t0 :

De aqu¶³ se observa que para una ede con g = g(t) no existe ninguna diferencia entre ambos
c¶alculos diferenciales. En el caso de que g sea una funci¶on de la variable de estado, g = g(x);
la ede suele llamarse, habitualmente, de ruido multiplicativa.56

Excursus. (Dilema Ito-Stratonovich.) Si se compara (3.132) con la ecuaci¶on de F-P
que se obtiene usando el c¶alculo de Ito, es sencillo observar que la diferencia es una deriva
espuria. Sin embargo, cabe destacar que no existe justi¯caci¶on alguna para elegir un c¶alculo
diferencial de otro; simplemente la ecuaci¶on (3.108) es una pre-ecuaci¶on en el sentido que
carece de signi¯cado si no se de¯ne alg¶un c¶alculo deferencial espec¶³¯co. Por consiguiente
ambos pe X(t) (de Markov) son diferentes y est¶an corretamente de¯nidos [23].

En general, si sabemos que el pe X(t) es de Markov, pero no todos sus momentos
Mn(x

0; t;¢t) con n ¸ 3 son deO(¢tº) con º > 1, la ecuaci¶on de evoluci¶on para el propagador
ser¶a

@

@t
P (x; t j x0; t0) =

" 1X
n=1

(¡ @

@x
)n lim

¢t!0

1

¢t
Mn(x

0; t;¢t)=n!

#
P (x; t j x0; t0); 8 t ¸ t0 ;

56En 1D esta clasi¯caci¶on es super°ua, pues siempre es factible hacer un cambio de variable (no lineal)
\para evitar" esta caracter¶³stica multiplicativa [1]. Note que al hacer un cambio de variable no lineal, no se
evita la ambig8uedad que existe en la ede (3.108) cuando en ella hay una funci¶on de estado g(x). Es decir,
en este caso es indispensable especi¯car (de¯nir) un c¶alculo diferencial estoc¶astico particular. Ver el ¶ultimo
ejercicio de esta secci¶on.



112 CAP¶ITULO 3. ELEMENTOS DE PROCESOS ESTOC¶ASTICOS

¶este ser¶³a el caso de tener un ruido blanco no gaussiano »(t) en la ede (3.108).
Ejercicio. Muestre que el propagador (3.70) corresponde a la probabilidad condicionada

P (w; t j w0; t0) ; 8 t ¸ t0 ; del proceso de Wiener de¯nido a trav¶es de la ede _W = »(t) con
»(t) un ruido gaussiano blanco, y tiene asociada la siguiente ecuaci¶on de F-P

@

@t
P (w; t j w0; t0) = 1

2

@2

@w2
P (w; t j w0; t0);

junto con la condici¶on inicial limt!t0 P (w; t j w0; t0)! ±(w ¡w0):
Excursus. En 1906 Smoluchowski57 introdujo un m¶etodo para estudiar las °uctuaciones

espaciales de una part¶³cula que se difunde en presencia de una fuerza externa F (x; t). Este
m¶etodo se bas¶o en el an¶alisis de la ecuaci¶on de difusi¶on

@

@t
P (x; t j x0; t0) = 1

m°

·
¡ @

@x
F (x; t) + kBT

@2

@x2

¸
P (x; t j x0; t0); 8 t ¸ t0 ; (3.134)

donde m es la masa de la part¶³cula y ° el coe¯ciente de amortiguaci¶on de la velocidad. Esta
ecuaci¶on es correcta si la fuerza es aproximadamente constante a lo largo de la distancia en
la cual se amortigua la velocidad. Si esta condici¶on no se cumple, es conveniente considerar
la distribuci¶on de probabilidad conjunta de la posici¶on y la velocidad de la part¶³cula; en este
caso la descripci¶on necesariamente lleva a una ecuaci¶on de F-P multidimensional.58 En un
contexto moderno la ecuaci¶on de Smoluchowski (3.134) es la primera correci¶on sistem¶atica
en el par¶ametro peque~no °¡1(disipaci¶on grande). Sucesivas correciones se pueden estudiar,
por ejemplo, para el caso de una fuerza independiente del tiempo, empleando un desarrollo
de perturbaci¶on singular, como el presentado por van Kampen [1].

Ejercicio. (Ecuaci¶on de Smoluchowski.) Obtenga la ede asociada a la ecuaci¶on de
F-P (3.134).

Ejercicio optativo. (Condici¶on de contorno especial.) Considere en una dimensi¶on
una part¶³cula que se difunde en presencia de la fuerza de la gravedad en la direcci¶on ¡x.
Muestre a partir del ejercicio anterior que en la aproximaci¶on sobreamortiguada, la ecuaci¶on
para la densidad de probabilidad en el espacio es

@

@t
P (x; t j x0; t0) = 1

°

·
g
@

@x
+
kBT

m

@2

@x2

¸
P (x; t j x0; t0); 8 t ¸ t0 :

Donde, ahora, habr¶a que resolver P (x; t j x0; t0) para todo fx; x0g ¸ 0; bajo la condici¶on de
re°exi¶on en x = 0; es decir:·

g +
kBT

m

@

@x

¸
P (x; t j x0; t0) = 0 en x = 0:

Muestre que la soluci¶on independiente del tiempo es la densidad barom¶etrica:

Peq(x) / exp
µ
¡ mg
kBT

x

¶
con x 2 [0;1]:

El problema de encontrar la soluci¶on independiente del tiempo de la ecuaci¶on de F-P
(el estado estacionario) ser¶a presentado en el cap¶³tulo 4. Cabe destacar que el estudio de

57M. von Smoluchowski, Ann. Physik 21, 756, (1906).
58La ecuaci¶on de F-P en las variables posici¶on y velocidad es la ecuaci¶on de Kramers, ver cap¶³tulo 4.
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soluciones con condiciones de contorno especiales es un problema no trivial y dejaremos
parte de su an¶alisis para los cap¶³tulos 4 y 6.

Ejercicio. Considere la ede 1-dimensional \multiplicativa":

dX

dt
= h(X) + g(X)»(t): (3.135)

Si g(X) 6= 0; 8X 2 DX ; podemos dividir (3.135) por g(X). Entonces, si de¯nimos una nueva
variable Y mediante la expresi¶on

Y =

Z X dX
0

g(X 0)
= f(X);

se observa que X = f (¡1)(Y ); donde f (¡1) representa la funci¶on inversa de Y (X). Muestre
que podemos volver a escribir (3.135) en la forma no multiplicativa:

dY

dt
= H

h
f (¡1)(Y )

i
+ »(t);

donde la nueva parte determinista est¶a caracterizada por la funci¶on H [X] = h(X)=g(X).
Excursus. (Lema de van Kampen.) Considere la ede 1-dimensional:

dX

dt
= h(X) + g(X; [»(t)]); donde »(t) es un pe arbitrario. (3.136)

Aunque la funci¶on g(X; [»(t)]) no se pueda factorizar como en el ejercicio anterior, existe un
resultado interesante (lema de van Kampen) que permite abordar el problema del c¶alculo
de la ecuaci¶on de evoluci¶on para la densidad de probabilidad (dada una condici¶on inicial
arbitraria X(0)):

@P (x; t)

@t
= ¡ @

@x
h[h(X) + g(X; [»(t)])] ± (x¡X(t))i»(t) ; (3.137)

donde P (x; t) = h± (x¡X(t))i»(t) y el vm se toma sobre todas las realizaciones del pe »(t).

Note que si el pe »(t) es gaussiano, el teorema de Novikov es de suma utilidad para calcular
el vm que aparece en el segundo miembro de (3.137). Sin embargo, debido a lo complejo del
problema,59 a partir de este lema es necesario a¶un emplear un tratamiento de perturbaci¶on
para poder obtener una ecuaci¶on cerrada para la evoluci¶on de P (x; t):

3.18.1 Per¯les estoc¶asticos¤

Puede ocurrir que se est¶e interesado en conocer la din¶amica de un pe X(t) cuando ¶esta es
inducida por la deriva de un per¯l espacial que avanza en el tiempo de manera estoc¶astica.
Por ejemplo, en ese caso es de inter¶es estudiar una ede de la forma:

dX

dt
= £(»(t) + ct¡X); (3.138)

59Si »(t) no es un ruido blanco, X(t) ser¶a un proceso no markoviano; debido a lo extenso del tema este
problema no ser¶a tratado aqu¶³. Una buena referencia donde se puede consultar el lema de van Kampen y
sus aplicaciones es: Phys. Rep. 24, 171, (1976).
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donde »(t) es un pe arbitrario y £(®) es la funci¶on escal¶on [ver su de¯nici¶on en los cap¶³tulos
1 y 5]; compare esta ecuaci¶on con la ede (3.136). Evidentemente este problema no es sencillo
de resolver; sin embargo, para ciertos procesos »(t) es posible obtener |a partir del lema
de van Kampen| resultados aproximados para la evoluci¶on temporal de P (x; t). Aqu¶³ no
abordaremos el estudio de la evoluci¶on de la probabilidad P (x; t); sin embargo, a efectos de
comprender algo m¶as sobre este tema calculemos ahora el vm del proceso (biparam¶etrico)
de¯nido por la relaci¶on

Z(t) = £(»(t) + ²¡ x); (3.139)

con x ¸ 0; y »(t) un pe arbitrario positivo. Para calcular el vm del pe Z(t) usamos la
relaci¶on

£(®¡ x) = £(®)¡
Z x

0

±(®¡ x0) dx0 ; x ¸ 0: (3.140)

Entonces, el vm del pe Z(t) es (8² y x ¸ 0)

hZ(t)i = h£(»(t) + ²¡ x)i (3.141)

= h£(»(t) + ²)i ¡
Z x

0

D
±(»(t) + ²¡ x0)

E
dx

0

:

Supongamos ahora que el pe »(t) es gaussiano positivo, entonces

P1(»; t) =
2p

2¼¾2(t)
exp

µ
¡»2
2¾2(t)

¶
; D» = (0;1): (3.142)

Aplicando (3.142) en (3.141) se obtiene, para ² ¸ 0

h£(»(t) + ²¡ x)i = 1¡
Z x¡²

¡²
£(x¡ ²)£(z)P»(z) dz

= 1¡£(x¡ ²)
Z x¡²

0

P»(z) dz

= 1¡£(x¡ ²) erf
Ã

x¡ ²p
2¾2(t)

!
:

Aqu¶³ erf (®) es la funci¶on integral de probabilidad y P»(z) = P1(» = z; t). De este resultado
se observa que h£(»(t) + ²¡ x)i = 1 para 0 · x · ²; y que h£(»(t) + ²¡ x)i ! 0 para
x!1. Por otro lado, si la dispersi¶on ¾2(t) del pe »(t) satura a un valor ¯nito para t!1,
es evidente que hZ(t!1)i ser¶a un per¯l estacionario en la coordenada x. Compare esta
conclusi¶on con la que se obtendr¶³a si se usara que el pe »(t) tiene una dispersi¶on que aumenta
en el tiempo (an¶aloga al proceso de Wiener).

Ejercicio. Muestre que si el pe »(t) es gaussiano positivo se puede escribir

h£(»(t)¨ ²¡ x)i = 1¡£(x§ ²) erf
Ã

x§ ²p
2¾2(t)

!
; para ² ¸ 0 y x ¸ 0: (3.143)

Considere que ² = ct e interprete ambos resultados (para §²) en el caso en que ²!1: >Qu¶e
diferencia se obtiene si se considera que el pe »(t) es gaussiano de¯nido en todo su dominio
y x 2 (¡1;+1)?
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Figura 3.3: Dispersi¶on
*
Z(t)2

®
¡ hZ(t)i2 como funci¶on del par¶ametro x.

Ejercicio guiado. (Dispersi¶on espacial.) Consideremos el caso D» = (0;1) y calcule-
mos la dispersi¶on del pe Z(t) = £(»(t)+ ²¡x) en funci¶on del par¶ametro x ¸ 0 (coordenada
espacial). A partir de la de¯nici¶on de la funci¶on escal¶on se deduce queD

(£(»(t) + ²¡ x))2
E
= h£(»(t) + ²¡ x)i ;

entonces, empleando (3.143) se in¯ere que

*
Z(t)2

®
¡ hZ(t)i2 = £(x¡ ²) erf

Ã
x¡ ²p
2¾2(t)

!Ã
1¡£(x¡ ²) erf

Ã
x¡ ²p
2¾2(t)

!!
; (3.144)

de donde evidentemente se observa que la dispersi¶on no es nula para x > ²: Interprete el
signi¯cado de que la dispersi¶on es nula para 0 · x · ²: Muestre que el ancho del pico de
la dispersi¶on del pe Z(t) como funci¶on de x est¶a controlado por la magnitud ¾2(t). En la
¯gura (3.3) se muestra la gr¶a¯ca de la dispersi¶on del pe Z(t); (3.144), como funci¶on de la
coordenada espacial x para el caso en que ¾2(t) = Cte.

Ejercicio. En el caso en que el pe »(t) sea dicot¶omico positivo [ver secci¶on (3.3.1)], calcule
la dispersi¶on del pe Z(t) = £(»(t)+²¡x) en funci¶on del par¶ametro x (coordenada espacial).

Excursus. Estudie el pe X(t) caracterizado por la ede

d2X

dt2
+ °

dX

dt
= ¡g + ~g£(»(t)¡X); con f°; g; ~gg > 0,

donde »(t) es un pe arbitrario; interprete el t¶ermino de ruido no factorizable £(»(t) ¡X):
Es interesante destacar que para resolver esta ede es conveniente introducir un espacio de
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con¯guraci¶on bidimensional fX;V g, donde V = dX=dt: Entonces, en este caso es necesario
introducir una representaci¶on multidimensional para la ede. En particular el caso multi-
dimensional markoviano60 con ruido factorizable ser¶a discutido en la pr¶oxima secci¶on. Por
otro lado, el caso no factorizable se puede estudiar empleando una generalizaci¶on multidi-
mensional de (3.137); sin embargo, debido a lo complejo del problema aqu¶³ no entraremos
en el an¶alisis de ese tema.

3.19 La ecuaci¶on de Fokker-Planck multidimensional¤

La ecuaci¶on de F-P es el punto de partida para el estudio de las °uctuaciones temporales en
torno del equilibrio, y tambi¶en para el an¶alisis de las °uctuaciones temporales de variables
macrosc¶opicas lejos del equilibrio termodin¶amico.

Ejercicio. Considere n ede acopladas en presencia de n ruidos »j(t); (j = 1; : : : ; n)
gaussianos de media nula y correlaciones blancas: < »j(t)»l(s) >= ±j;l ±(t¡ s)

d

dt
Xj(t) = hj(fXmg; t) + gjl(fXmg; t)»l(t); (3.145)

donde se ha usado la convenci¶on de suma sobre ¶³ndices repetidos. Generalizando (3.130) y
(3.131), demuestre que

Ki(fxmg; t) = hi(fxmg; t) +
1

2
gkj(fxmg; t)

@

@xk
gij(fxmg; t) (3.146)

Dij(fxmg; t) =
1

2
gik(fxmg; t)gjk(fxmg; t): (3.147)

Ejercicio. Usando el c¶alculo de Stratonovich, muestre que la ecuaci¶on de F-P asociada
a la ede (3.145) viene dada por

@

@t
P (fxmg; t j fx

0

mg) =
·
¡ @

@xi
Ki(fxmg; t) +

@

@xi

@

@xj
Dij(fxmg; t)

¸
P (fxmg; t j fx

0

mg);

(3.148)
donde los coe¯cientes de F-P vienen dados por (3.146) y (3.147), y la distribuci¶on cumple
con la condici¶on inicial limt!0 P (fxmg; t j fx

0

mg)! ±(fxmg ¡ fx0mg): El an¶alisis y soluci¶on
de esta ecuaci¶on ser¶a discutido en el pr¶oximo cap¶³tulo.

Si el pe de Markov es discreto,61 la ecuaci¶on de evoluci¶on para la probabilidad condi-
cionada es la Ecuaci¶on Maestra. En el cap¶³tulo 6 se discutir¶a en detalle la Ecuaci¶on Maestra
en relaci¶on con el problema de la difusi¶on en medios desordenados.

Ejercicio optativo. Sea el siguiente sistema (lineal) de ecuaciones estoc¶asticas acopladas:

dX1

dt
= X2

dX2

dt
=

4

3
¤X1 ¡ 2k +

p
²»2(t);

dondeXj 2 [¡1;1]. Considere un par de ruidos gaussianos blancos »l(t), tales que h»l(t)i =
0 y h»l(t)»j(t0)i = 2±l;j ±(t¡ t0). Obtenga la ecuaci¶on en derivadas parciales que gobierna la
60Es decir, cuando la correlaci¶on del ruido estacionario es h»(t)»(0)i = ±(t):
61La descripci¶on f¶³sica (din¶amica mesosc¶opica) del sistema est¶a dada a trav¶es de variaciones discretas.
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evoluci¶on de la distribuci¶on de probabilidad condicionada P (fxmg; t j fx0mg; t0). Estudie, en
el r¶egimen de tiempos largos, el vm hXj(t)i y la dispersi¶on cuadr¶atica relativa

p
¾jj= hXj(t)i,

para j = 1; 2. Muestre que estas dispersiones relativas s¶olo se mantienen contantes si ¤ 6= 0
[27].

Excursus. Considere ahora el siguiente sistema no lineal de ecuaciones estoc¶asticas
acopladas:

dX1

dt
= X2

dX2

dt
= a

X2
2

X1
+ bX1 +

p
²»2(t):

Encuentre la ecuaci¶on de F-P asociada a este conjunto de ede. Por lo general, en el caso no
lineal no es posible obtener la soluci¶on exacta de la ecuaci¶on de F-P. Sin embargo, en el l¶³mite
de peque~nas °uctuaciones ² » 0 es posible arbitrar t¶ecnicas perturbativas para estudiar el
problema estoc¶astico; en particular el m¶etodo de la expansi¶on * de van Kampen [1] es de
suma utilidad. Muestre, para este modelo, que si ² es peque~no la dispersi¶on cuadr¶atica
relativa se mantiene constante (para tiempos largos [28]) s¶olo si b 6= 0.

Excursus. (Sistemas extendidos.) Considere la situaci¶on en que el sistema de inter¶es
tiene un n¶umero muy grande de variables din¶amicas Xi; i = 1; 2; ¢ ¢ ¢m [2]. En particular,
en el caso en que m!1 podemos considerar el l¶³mite en el continuo Xi ! r [esto da lugar
a una ecuaci¶on funcional de F-P; ver la referencia en la nota (31) del cap¶³tulo 7]. ¶Este es el
caso en que la variable din¶amica de inter¶es (el par¶ametro de orden) es un campo escalar en un
espacio de dimensi¶on arbitraria, es decir: Á(r; t). El sistema din¶amico podr¶³a, por ejemplo,
tener t¶erminos lineales, no lineales y hasta t¶erminos de difusi¶on de la forma O2Á(r; t) (o aun
m¶as complejos); si adem¶as el sistema tiene coe¯cientes aleatorios (procesos estoc¶asticos),
decimos que estamos en presencia de una ecuaci¶on en derivadas parciales estoc¶asticas. Este
tipo de ecuaciones suelen llamarse ecuaciones de reacci¶on-difusi¶on con t¶erminos de ruido y
no ser¶an tratadas en este texto [¶esta es la g¶enesis del escenario de los sistemas complejos que
presentan patrones espacio-temporales, caos espacial, espirales, etc., una buena referencia
introductoria sobre este tema se puede encontrar en el libro de G. Nicolis, Introduction to
Nonlinear Science, Cambridge, University Press (1995)]. Por otro lado, tambi¶en es factible
estudiar inestabilidades, estructuras espaciales, etc., sin necesidad de pasar por la din¶amica
de una ecuaci¶on funcional de F-P; ver por ejemplo, J. Phys. A Math. and Gen. 32, 3209,
(1999) donde hemos estudiado la evoluci¶on estoc¶astica de las explosiones de llamas.

3.19.1 Movimiento browniano esf¶erico

Cuando se trata de entender un movimiento \esf¶erico" err¶atico, surge de manera natural
generalizar el concepto de movimiento browniano en el plano al estudio estoc¶astico del
desplazamiento de un punto sobre la super¯cie de una esfera62 de radio constante r (por
ejemplo, r = 1). Una aplicaci¶on concreta del an¶alisis del movimiento browniano sobre la
esfera es el estudio de la relajaci¶on magn¶etica [19].

El punto de partida para estudiar la relajaci¶on magn¶etica lo establece el an¶alisis de
la din¶amica fenomenol¶ogica del vector momento magn¶etico M. Seg¶un el tratamiento de

62Una presentaci¶on rigurosa acerca del problema del movimiento browniano sobre una variedad diferencial
puede leerse en el trabajo de van Kampen: J. Stat. Phys. 44, 1, (1986).
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Brown-Gilbert esta evoluci¶on din¶amica est¶a controlada por la ecuaci¶on determinista

dM

dt
= °0M£

µ
¡@V
@M

¡ ´dM
dt

¶
; (3.149)

donde °0 es el cociente entre el momento magn¶etico y el momento angular (cociente giro-
magn¶etico), ´ es la constante de amortiguamiento y V = V (µ; Á) representa el potencial de
fuerzas conservativas. Entonces el vector

¡¡@V
@M ¡ ´ dMdt

¢
representa un campo efectivo que

act¶ua sobreM(t). Para tener en cuenta una descripci¶on mesosc¶opica se reemplaza el factor
de amortiguamiento puro por un t¶ermino que tambi¶en introduzca °uctuaciones, es decir:

¡´dM
dt

!¡´dM
dt

+ »(t);

donde el vector »(t) es un pe gaussiano de media nula y correlaci¶on blanca h»j(t)»l(t+ ¿)i =
² ±j;l ±(¿). Introduciendo este reemplazo en (3.149) se obtiene una ede, a partir de la cual es
posible escribir la ecuaci¶on de F-P asociada a la distribuci¶on de probabilidad P (µ; Á; t). Esta
probabilidad caracteriza la direcci¶on angular del momento magn¶eticoM en el instante t. Es
decir, µ y Á caracterizan los ¶angulos instant¶aneos del momento magn¶etico estoc¶astico M.
Adoptado un sistema de coordenadas cartesianoMx =Ms sen µ cosÁ, My =Ms sen µ senÁ,
y Mz = Ms cos µ; podemos de¯nir una densidad de probabilidad super¯cial W(µ; Á; t) me-
diante la relaci¶on:

dW(µ; Á; t) = W(µ; Á; t) sen µ dµ dÁ
= dP (µ; Á; t)

= P (µ; Á; t) dµ dÁ;

a partir de la cual la ecuaci¶on de F-P asociada a la densidad W(µ; Á; t) viene dada por

@W
@t

=
1

sen µ

@

@µ

½
sen µ

·µ
h0
@V

@µ
¡ g0

sen µ

@V

@Á

¶
W + k0

@W
@µ

¸¾
+ (3.150)

+
1

sen µ

@

@Á

½µ
g0
@V

@µ
+

h0

sen µ

@V

@Á

¶
W +

k0

sen µ

@W
@Á

¾
:

Aqu¶³ se ha usado que ¡@V
@M ´ (@V=@Mx; @V=@My; @V=@Mz), junto con las de¯niciones de

las constantes

g0 =
°0

(1 + ®2)Ms
; h0 = g0®; ® = ´°0Ms; k0 =

²

2
M2
s

£
h02 + g02

¤
:

Ejercicio optativo. Empleando en (3.149) la relaci¶on que existe entre coordenadas esf¶eri-
cas (polares) y cartesianas, es posible mediante la aplicaci¶on de la teor¶³a de Fokker-Planck
multidimensional obtener el correspondiente operador (3.150). Sin embargo, mediante con-
ceptos intuitivos de corrientes de probabilidad, tambi¶en se puede obtener este resultado de
una manera mucho m¶as sencilla [29].

En el pr¶oximo cap¶³tulo se ver¶a, bajo la restricci¶on del principio del balance detallado,
que es posible relacionar el coe¯ciente de disipaci¶on ´ con el par¶ametro de °uctuaci¶on ² que
aparecen en la ede de Brown-Gilbert. De esta manera es f¶acil ver c¶omo a partir de la ede
de Brown-Gilbert es posible obtener la distribuci¶on de probabilidad correspondiente a la
mec¶anica estad¶³stica del equilibrio [ver secci¶on (4.6.2)].
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Cap¶³tulo 4

Irreversibilidad, ecuaci¶on de
Fokker-Planck

Ya en 1897 Planck se planteaba c¶omo la irreversibilidad (obvia en los fen¶omenos macrosc¶opi-
cos) pod¶³a surgir de las leyes microsc¶opicas, las cuales en s¶³ mismas son reversibles. En efecto,
¶este fue, y a¶un lo es en la actualidad, uno de los problemas te¶oricos m¶as fundamentales de
la f¶³sica.1 Si bien los esfuerzos de Planck no fueron de vital importancia en el entendimiento
de la irreversibilidad, <sus trabajos sobre este tema dieron origen a la teor¶³a de la mec¶anica
cu¶antica!

El concepto intuitivo de irreversibilidad es simple, pues es lo que se observa en los sis-
temas naturales (abiertos o cerrados). Algunos sistemas \idealmente" cerrados donde la
irreversibilidad es por s¶³ obvia son, por ejemplo, la expansi¶on de un gas en un determinado
volumen, la difusi¶on del calor, la generaci¶on de calor por fricci¶on, etc. Por otro lado, el
ejemplo m¶as natural de sistemas abiertos irreversibles lo constituyen los seres vivos.

Desde un punto de vista termodin¶amico, la irreversibilidad puede ser formulada a partir
del concepto de entrop¶³a (funci¶on de estado que est¶a de¯nida para estados de equilibrio, ver
ap¶endice A). Es decir, si un sistema (en contacto o no con un medio externo) pasa del estado
de equilibrio 1 al estado de equilibrio 2, la variaci¶on de la entrop¶³a (¯nal menos inicial) es
¢S21 = ¢Se +¢Si ¸ 0. Si el sistema est¶a cerrado al medio externo, ¢Se = 0, la variaci¶on
(interna ¢Si) de entrop¶³a del sistema siempre ser¶a positiva si el proceso es irreversible, y nula
¢S21 = ¢Si = 0 si el proceso es reversible (es decir, la segunda ley de la termodin¶amica). Si
el sistema es abierto, ¢Se puede ser positivo o negativo, dependiendo del tipo de interacci¶on
con el medio externo.2

Desde el punto de vista de la termodin¶amica de no equilibrio tambi¶en es posible formular
un concepto claro que permita caracterizar la irreversibilidad.3 Decimos que un sistema es

1Una revisi¶on de los trabajos de Planck se puede leer en: M. Planck, Treatise on Thermodynamics, 3rd
ed., New York, Dover (1945).

2Por ejemplo, si la interacci¶on con el medio ambiente implica solamente la transferencia de calor ¢Q
(desde el medio ambiente al sistema) a la temperatura T , entonces ¢Se = ¢Q=T > 0.

3Si existe equilibrio local es posible escribir una ecuaci¶on de balance que involucre una densidad de
entrop¶³a ½s, un °ujo de entrop¶³a Js (positivo o negativo) y una (densidad) fuente de producci¶on interna
de entrop¶³a ¾s ¸ 0 (la cual es nula s¶olo si el proceso es reversible). Es decir, la ecuaci¶on de balance es
d
dt
½s = ¡r ¢ Js + ¾s. Es evidente entonces que si el proceso es irreversible la ecuaci¶on no es la misma si

transformamos t! ¡t.
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irreversible si ¶este no es invariante frente a la inversi¶on del tiempo t! ¡t.
Muchos de los esfuerzos realizados para resolver la paradoja de la reversibilidad mi-

crosc¶opica frente a la irreversibilidad macrosc¶opica fueron, quiz¶as, plasmados en el c¶elebre
trabajo de Boltzmann [1]: el teorema H. La teor¶³a cin¶etica de Boltzmann muestra que para
resolver esta paradoja es necesario introducir ingredientes probabil¶³sticos en la descripci¶on
din¶amica de las part¶³culas. ¶Este es el principio fundamental de Boltzmann, Stosszahl-ansatz
(o Caos molecular).

En lo que sigue de este texto no entraremos en el problema de la irreversibilidad, o la
°echa del tiempo,4 como la ha llamado Prigogine [2], este tema est¶a fuera del alcance de este
libro. Aqu¶³, cuando queramos describir fen¶omenos irreversibles, simplemente adoptaremos
una descripci¶on en t¶erminos de procesos estoc¶asticos [3]. Por otro lado, la ecuaci¶on de
Fokker-Planck (F-P) es de particular inter¶es, pues ella tambi¶en describe adecuadamente la
evoluci¶on temporal cl¶asica de las °uctuaciones en torno del equilibrio termodin¶amico.

4.1 Simetr¶³as de Onsager

Supongamos que un sistema f¶³sico se puede caracterizar por un conjunto de variaciones
macrosc¶opicas fXmg tales como la energ¶³a, el momento, la concentraci¶on de part¶³culas,
etc. Si la evoluci¶on temporal de estas variables macrosc¶opicas se puede describir mediante
un pe de Markov continuo, la ecuaci¶on de evoluci¶on para la probabilidad condicionada
P (fXm(t)g j fXm(0)g) es la ecuaci¶on de F-P [4]. Si el sistema en estudio es cerrado
y aislado, la soluci¶on estacionaria Pest(fXmg) de la ecuaci¶on de F-P ha de coincidir con
la distribuci¶on de probabilidad de Einstein en torno del equilibrio termodin¶amico [5] (ver
cap¶³tulo 2).

Utilizando el concepto de pe asociado a las °uctuaciones temporales de las variables
de estado fAmg; Onsager dedujo que la fuerza espont¶anea resultante de una variaci¶on ins-
tant¶anea Xj(t) puede producir un °ujo y viceversa [6, 1]. Lo importante de este hecho es que
los coe¯cientes de proporcionalidad son los mismos aun cuando los procesos f¶³sicos involu-
crados son diferentes. Es decir, los coe¯cientes de transporte tienen simetr¶³as intr¶³nsecas.
Las hip¶otesis involucradas para probar el teorema de Onsager son las siguientes:

1. En valor medio las °uctuaciones Xm(t) decaen en el tiempo siguiendo una ley expo-
nencial, de la misma manera que lo hacen las leyes fenomenol¶ogicas macrosc¶opicas. Es
decir, la ecuaci¶on de evoluci¶on es lineal:5

d

dt
hX(t)i

X(0) = ¡M¢ hX(t)iX(0) : (4.1)

2. Las °uctuaciones en torno del equilibrio termodin¶amico se describen por la distribuci¶on
de probabilidad de Einstein: Peq(X) / exp (+¢ST =kB), donde la variaci¶on total de la
entrop¶³a del sistema aislado viene dada por la forma bilineal ¢ST =kB ´ ¡1

2 (X ¢ g ¢X) :

4Recientemente Prigogine y sus colaboradores propusieron que la condici¶on esencial para entender la
°echa del tiempo es que la descripci¶on microsc¶opica del universo se haga mediante sistemas din¶amicos
inestables (es decir, ca¶oticos).

5Aqu¶³ hemos usado la notaci¶on vectorial X(t) para indicar las componentes fXm(t)g, es decir, todas
las posibles °uctuaciones (variaciones) instant¶aneas asociadas a las variables de estado fAmg respecto del
equilibrio. Note que en principio no hay ninguna raz¶on para presuponer alguna simetr¶³a en la matriz M.
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Para probar este teorema procedemos de la siguiente manera:
En primer lugar se de¯ne el concepto de fuerzas generalizadas (producidas por las °uc-

tuaciones espont¶aneas de las variables de estado fAmg)

Fi = ¡
@¢ST
@Xi

= ¡ @S
@Ai

= +kB
X
l

gilXl: (4.2)

Note que en el equilibrio termodin¶amico S es m¶axima, de modo que h@S/ @Aiieq = 0 y,
entonces, hFiieq = 0:

Luego se introduce el concepto de corrientes generalizadas [producida por la variaci¶on
temporal, o °uctuaci¶on Xi(t)]

Ji =
dXi
dt
; (4.3)

a partir de lo cual se observa que la producci¶on de entrop¶³a viene dada por

d¢ST
dt

=
X
j

@¢ST
@Xj

dXj
dt

= ¡
X
j

FjJj : (4.4)

Entonces el problema se reduce a expresar las corrientes Ji en t¶erminos de las fuerzas
Fm a trav¶es de una matriz (coe¯cientes de transporte) que tendr¶a cierta simetr¶³a intr¶³nseca.

La soluci¶on de (4.1) para tiempos cortos viene dada por el desarrollo

hX(t)i
X(0) = exp (¡Mt) ¢X(0) ' X(0)¡ tM ¢X(0) +O(t2): (4.5)

Entonces, para t ' 0, las componentes de los valores medios condicionados vienen dadas por

hXi(t)iX(0) = Xi(0)¡ t
X
j

MijXj(0) +O(t2): (4.6)

Multiplicando esta ecuaci¶on por Xl(0) y tomando, nuevamente, valores medios sobre las
°uctuaciones se obtieneD

Xl(0) hXi(t)iX(0)

E
= hXl(0)Xi(0)i ¡ t

*
Xl(0)

X
j

MijXj(0)

+
+O(t2): (4.7)

An¶alogamente se deduce queD
Xi(0) hXl(t)iX(0)

E
= hXl(0)Xi(0)i ¡ t

*
Xi(0)

X
j

MljXj(0)

+
+O(t2): (4.8)

Usando la reversibilidad microsc¶opica6 se puede igualar (4.7) con (4.8), y dado que

hXl(0)Xi(0)i =
¡
g¡1

¢
li

se obtiene ¯nalmente
g¡1 ¢MT =M ¢ g¡1: (4.9)

6La reversibilidad microsc¶opica establece que en el equilibrio termodin¶amico la matriz de correlaci¶on
temporal satisface hXj(0)Xi(¿)i

eq
= hXj(¿)Xi(0)i

eq
, relaci¶on que se prueba [5] a partir de la invariancia

de la din¶amica hamiltoniana frente a la transformaci¶on t! ¡t. Note que aqu¶³ estamos usando el hecho de
que el valor medio hXj(¿)i

eq
es nulo en el equilibrio termodin¶amico.
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Aqu¶³MT indica la transpuesta deM, de donde se observa que la matriz L ´ M ¢ g¡1
±
kB

es sim¶etrica. ¶Esta es la relaci¶on buscada, puesto que permite escribir el vm de las corrientes
Ji = dXi/ dt en la forma

d

dt
hX(t)i

X(0) = ¡M¢ hX(t)iX(0) = ¡kB L ¢ g¢ hX(t)iX(0) : (4.10)

Finalmente, usando la de¯nici¶on de fuerzas generalizadas (4.2) obtenemos que, en valor
medio, la proporcionalidad entre las corrientes y las fuerzas generalizadas est¶an caracteri-
zadas por una matriz L sim¶etrica, es decir:

d

dt
hX(t)i

X(0) = ¡L¢ hF(t)iX(0) ; (4.11)

donde L es la matriz de los coe¯cientes cin¶eticos.
Ejercicio. En aquellos casos en que no exista campo magn¶etico externo, es f¶acil observar

que las ecuaciones de la mec¶anica, que describen el movimiento de las part¶³culas de un
sistema, son sim¶etricas ante un cambio de signo del tiempo. Por lo tanto es indiferente
calcular un promedio estacionario cuando la cantidad Xk se eval¶ua en el instante posterior
a la cantidad Xj y viceversa. Muestre que el vm del producto Xk(t + ¿)Xj(t) es igual al
del producto Xj(t+ ¿)Xk(t).

Excursus. En el caso de que existan variables de estado Ai que sean impares frente a la
transformaci¶on temporal t! ¡t , se pueden de¯nir factores de paridad ²l tales que ²l = ¡1
para las variables impares y ²l = 1 para las variables pares. Entonces el teorema de Onsager
se escribe de la siguiente forma generalizada:

Lij = ²i²jLji: (4.12)

Aqu¶³ los ¶³ndices repetidos no se suman [1].
Excursus. Consideremos dos fuerzas generalizadas con diferentes or¶³genes f¶³sicos: un

gradiente de concentraci¶on rn(r), y un gradiente de temperatura rT (r). Por el teorema
de Onsager el rn(r) implicar¶a una corriente de calor, y viceversa un rT (r) implicar¶a una
corriente de part¶³culas. Muestre que estos procesos f¶³sicos, aunque sean diferentes, tienen los
mismos coe¯cientes de proporcionalidad Lij : Es decir, usando las simetr¶³as de Lij es posible
obtener coe¯cientes cin¶eticos para situaciones en las que es muy dif¶³cil calcularlos a partir
de primeros principios [1].

4.2 Producci¶on de entrop¶³a en la aproximaci¶on lineal

Usando la forma cuadr¶atica que caracteriza el cambio de entrop¶³a total frente a °uctuaciones,
podemos calcular las fuerzas generalizadas Fi. Si el conjunto fXm(t)g representa en el
instante t el grado en que el sistema se aparta del equilibrio, las fuerzas generalizadas en ese
instante est¶an dadas por

Fi(t) = kB
X
l

gilXl(t):

Por otro lado, en el equilibrio la entrop¶³a es m¶axima, luego hFi(t)ieq = 0 para todo i.
Utilizando la de¯nici¶on de corrientes generalizadas Ji = dXi/ dt, la variaci¶on temporal

del cambio total de entrop¶³a ¢ST , debido a las °uctuaciones, vendr¶a dada, usando (4.4),
por
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dS

dt
= ¡

X
j

FjJj : (4.13)

Si se supone v¶alida una respuesta lineal (es decir, que las corrientes Jm = dXm=dt son
proporcionales a las fuerzas generalizadas Jm = ¡

P
j LmjFj), de (4.13) se deduce que la

derivada de la entrop¶³a con respecto al tiempo (corriente de entrop¶³a) es

dS

dt
=

X
ji

LijFiFj :

Esta cantidad caracteriza la producci¶on de entrop¶³a. Luego
P
ji LijFiFj tiene que ser una

forma cuadr¶atica de¯nida positiva;7 entonces, a medida que el sistema se acerca al estado
de equilibrio, la entrop¶³a debe crecer tendiendo al m¶aximo.

A partir de la termodin¶amica [1] es posible obtener expresiones para las fuerzas gene-
ralizadas Fi, entonces es posible estudiar los °ujos termodin¶amicos (y corrientes) en funci¶on
de los coe¯cientes de proporcionalidad Lij (coe¯cientes cin¶eticos de Onsager).

Ejemplo. Para un resistor mantenido a temperatura constante, donde Je es la corriente
el¶ectrica y F es proporcional al campo aplicado, la cantidad (4.13) es proporcional a la
disipaci¶on de energ¶³a por efecto Joule. Una situaci¶on similar se presenta en el siguiente
ejemplo mec¶anico.

4.2.1 Efecto mec¶anico-cal¶orico¤

Considere un gas cl¶asico (con un solo tipo de part¶³culas) encerrado en una caja aislada
dividida en dos compartimientos conectados por un peque~no agujero. La masa y la energ¶³a
totales del sistema, MT y UT , son constantes, y puede haber °uctuaciones a causa de la
transferencia de energ¶³a y masa a trav¶es del agujero. Si el sistema est¶a pr¶oximo al equilibrio,
podemos calcular la variaci¶on de la entrop¶³a total como funci¶on de las variaciones ¢Mi y
¢Ui en cada compartimiento (¢M1 = ¡¢M2 = ¢M; ¢U1 = ¡¢U2 = ¢U). Es decir, ¢M
y ¢U son las variables aleatorias o °uctuaciones macrosc¶opicas; entonces la variaci¶on de la
entrop¶³a total se escribe, hasta el segundo orden, en la forma

¢ST = 2

241
2

µ
@2S

@U2

¶0

M

(¢U)2 +

Ã
@

@U

µ
@S

@M

¶0

U

!0

M

(¢U¢M) +
1

2

µ
@2S

@M2

¶0

U

(¢M)2

35 :
El cambio temporal de la variaci¶on de entrop¶³a total viene dado por

d¢ST
dt

= 2

24µ @2S
@U2

¶0

M

¢U
d¢U

dt
+

Ã
@

@U

µ
@S

@M

¶0

U

!0

M

d

dt
(¢U¢M) +

+

µ
@2S

@M2

¶0

U

¢M
d¢M

dt

#
=

7Si Lij 2 Re y es una matriz de¯nida positiva, entonces
P
ji LijFiFj > 0, 8Fi;Fj sobre los reales.

Acerca del concepto de matriz de¯nida positiva, ver secci¶on (1.12) y tambi¶en la nota (5) del cap¶³tulo 6.
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= 2

24d¢U
dt

8<:
µ
@2S

@U2

¶0

M

¢U +

Ã
@

@M

µ
@S

@U

¶0

M

!0

U

¢M

9=;+

+
d¢M

dt

8<:
µ
@2S

@M2

¶0

U

¢M +

Ã
@

@U

µ
@S

@M

¶0

U

!0

M

¢U

9=;
35

´ 2

·
d¢U

dt

½
¢

µ
@S

@U

¶
M

¾
+
d¢M

dt

½
¢

µ
@S

@M

¶
U

¾¸
:

Entonces, comparando con (4.4) se deduce que los °ujos de energ¶³a Ju y de masa Jm vienen
dados por

Ju =
d

dt
¢U y Jm =

d

dt
¢M;

mientras que las fuerzas generalizadas est¶an dadas por las expresiones

Fu = ¡¢
µ
@S

@U

¶
M

y Fm = ¡¢
µ
@S

@M

¶
U

: (4.14)

Por otro lado, de la termodin¶amica se sabe que para un sistema a volumen constante V , se
tiene (ver ap¶endice A)

dS =
1

T
dU ¡ ¹

T
dM ´

µ
@S

@U

¶
M

dU +

µ
@S

@M

¶
U

dM:

Entonces, comparando con (4.14) se deduce que las fuerzas generalizadas est¶an caracteri-
zadas por la diferencia de temperatura y la diferencia de potencial qu¶³mico entre ambos
compartimientos, es decir:

Fu = ¡¢
µ
@S

@U

¶
M

= ¡¢( 1
T
) y Fm = ¡¢

µ
@S

@M

¶
U

= ¢(
¹

T
):

Las relaciones de Onsager L = LT permiten comprobar que los °ujos de energ¶³a y
masa est¶an¶³ntimamente relacionados aun cuando los fen¶omenos involucrados son f¶³sicamente
diferentes.

Excursus. En el r¶egimen lineal, si escribimos que las corrientes son proporcionales a las
fuerzas generalizadas Jj = ¡

P
l LjlFl, es posible, por ejemplo, obtener expresiones para las

corrientes en funci¶on de las variaciones de presi¶on y temperatura. Usando la ecuaci¶on de
Gibbs-Duhem d¹ = ¡s dT + dP/ ½, donde s y ½ son la entrop¶³a y el volumen por unidad
de masa, respectivamente, podemos escribir las fuerzas generalizadas en t¶erminos de las
variables de estado T y P , es decir:

Fu =
1

T 2
¢T y Fm = ¡

h

T 2
¢T +

1

½T
¢P;

donde h = sT + ¹ es la entalp¶³a por unidad de masa. Entonces en la aproximaci¶on lineal el
°ujo de energ¶³a es

Ju = ¡LuuFu ¡ LumFm = ¡Luu
¢T

T 2
+ Lum

µ
h

T 2
¢T ¡ 1

½T
¢P

¶
;



4.3. RELACIONES DE ONSAGER EN UN CIRCUITO EL¶ECTRICO 127

y el °ujo de masa viene dado por

Jm = ¡LmmFm ¡ LmuFu = Lmm
µ
h

T 2
¢T ¡ 1

½T
¢P

¶
¡ Lmu

¢T

T 2
:

Por otro lado, las relaciones de Onsager establecen que Lmu = Lum. Si ¢T = 0 (es decir,
los dos compartimientos tienen la misma temperatura), pero distinta presi¶on ¢P 6= 0,
obtenemos:

Ju = ¡
Lum
½T

¢P y Jm = ¡
Lmm
½T

¢P;

a partir de lo cual vemos que las corrientes de masa y energ¶³a est¶an relacionada por la
condici¶on Ju = (Lum=Lmm)Jm. La constante Lum=Lmm determina la cantidad de energ¶³a
por unidad de masa que pasa por el agujero del compartimiento. Esta constante de propor-
cionalidad se puede calcular con diferentes modelos microsc¶opicos [1]. No obstante, puede
ocurrir que existan circunstancias que no permitan obtener de forma expl¶³cita alguno de los
coe¯cientes cin¶eticos. En esos casos las relaciones de Onsager son de invalorable utilidad.8

Ejercicio guiado. (Gas de Knudsen.) Consideremos un gas constituido por part¶³culas
libres de masa m a la temperatura T , supongamos que al llegar al agujero (que comunica
los compartimientos de la caja antes mencionada) cada una de las part¶³culas puede trans-
portar libremente, desde un recinto al otro, una cantidad de energ¶³a por unidad de masa
Lum=Lmm ´ u¤. En este caso es f¶acil calcular u¤ utilizando la estad¶³stica de Maxwell-
Boltzmann. Es decir, si usamos la distribuci¶on de equilibrio de las velocidades (en 3 di-
mensi¶on) P (v) = (2¼DV )

¡3=2 exp
¡
¡v2=2DV

¢
; donde DV ´ kBT=m, la cantidad u¤ viene

dada por

u¤ =
NA
m¤

R1
0
dvx

R +1
¡1 dvy

R +1
¡1 dvz

m
2 v

2nvxP (v)R1
0
dvx

R +1
¡1 dvy

R +1
¡1 dvz nvxP (v)

;

donde n = N=V es la densidad de part¶³culas. Dado que
R1
0
dvx vxP (v) =

p
DV =2¼,R1

0
dvx v

3
xP (v) =

p
2D3

V =¼,
R1
¡1 dvj v

2
jP (v) = DV , se deduce inmediatamente que u

¤ =
2kBTNA=m

¤ es la energ¶³a transferida por unidad de masa. Es decir, podemos escribir
Lum=Lmm = 2RT=m¤; donde R = NAkB es la constante de los gases (NA es el n¶umero
de Avogadro) y m¤ es la masa molecular de las part¶³culas. Tambi¶en se puede obtener una
expresi¶on an¶aloga considerando un tama~no de agujero mayor que el camino libre medio de
las part¶³culas \libres" (gas de Boyle). En este caso las part¶³culas tienen que empujarse una
a otras (hacer trabajo) para pasar por el agujero, por lo que u¤ tiene una expresi¶on diferente
del caso anterior [1].

4.3 Relaciones de Onsager en un circuito el¶ectrico

Las relaciones de Onsager son propiedades macrosc¶opicas que permiten veri¯car el principio
de reversibilidad microsc¶opico. En efecto, ¶esta fue la primera oportunidad en que el principio

8Las simetr¶³as de Onsager son el punto de partida para el an¶alisis de la producci¶on de entrop¶³a en sistemas
fuera del equilibrio termodin¶amico. En el contexto de una teor¶³a de respuesta lineal es posible probar que el
estado de m¶³nima producci¶on de entrop¶³a es estable, no as¶³ fuera del r¶egimen lineal. ¶Esta fue la idea b¶asica
que dio lugar al concepto de transiciones de fase de no equilibrio [7].
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de invariancia temporal t ! ¡t de la din¶amica hamiltoniana ocup¶o un rol fundamental en
la formulaci¶on de la mec¶anica estad¶³stica.

A los efectos de construir la matriz de coe¯cientes cin¶eticos Lij es necesario conocer
la matriz g¡1 que caracteriza las °uctuaciones en torno del equilibrio termodin¶amico. Un
ejemplo sencillo que permite visualizar la simetr¶³a de Lij es el de un circuito el¶ectrico RCL
sumergido en un ba~no t¶ermico B de soluci¶on i¶onica (reservorio de cargas a la temperatura
T ).

Podemos comenzar el an¶alisis de este sistema escribiendo la ecuaci¶on fenomenol¶ogica
para la conservaci¶on de la carga:

dq

dt
= I ¡ °q +¢q(t): (4.15)

En esta ecuaci¶on q(t) representa la carga instant¶anea en el capacitor, I la corriente el¶ectrica
en el circuito RCL, °q la p¶erdida de carga del capacitor inmerso en el reservorio t¶ermico y
¢q(t) el t¶ermino de °uctuaci¶on proveniente de la soluci¶on i¶onica B. Aplicando las leyes de
Kircho® al circuito RCL podemos escribir una ecuaci¶on para la diferencia de potencial a lo
largo del circuito:

L
dI

dt
+
q

C
+ IR = ¢V (t): (4.16)

En esta ecuaci¶on L dI=dt representa la diferencia de potencial en el inductor y q=C e
IR la ca¶³da de potencial en el capacitor y en el resistor, respectivamente. Entonces ¢V (t)
representa las °uctuaciones en el voltaje a causa del reservorio i¶onico B. Los t¶erminos de
°uctuaci¶on ser¶an modelados por ruidos »l(t) gaussianos blancos de media nula, por lo que,
en general, tendremos

¢q(t) = d11 »1(t) + d12 »2(t) (4.17)

¢V (t) = d21 »1(t) + d22 »2(t);

donde la correlaci¶on de los ruidos se denota en la forma
D
»i(t)»j(t

0

)
E
= ±i;j ±(t¡ t

0

):

En el caso de que no existan °uctuaciones (¢q(t) = ¢V (t) = 0), la din¶amica de este
sistema RCL (con ° = 0) se reduce al estudio de la ecuaci¶on determinista para un circuito
resonante. Es decir, dado que I = dq=dt y que Vc = Lq; se obtiene [8]

d2Vc
dt2

+
1

LC
Vc +

R

L

dVc
dt

= 0:

Pero a nosotros nos interesa el estudio de las ede (4.15) y (4.16) asociadas a las variables
de estado q(t) e I(t) respectivamente, y sus °uctuaciones. Puesto que el circuito es lineal
podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial

d

dt

0@ q

I

QA = ¡

0@ ° ¡1

1=LC R=L

QA0@ q

I

QA+

0@ d11 d12

d21 d22

QA0@ »1

»2

QA : (4.18)

Note que esta ecuaci¶on de¯ne la matriz de relajaci¶onM.
En torno del equilibrio termodin¶amico la distribuci¶on de probabilidad es

Peq(q; I) / exp (¡Wmin=kBT ) ;
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dondeWmin es el trabajo m¶³nimo (ver cap¶³tulo 2), el cual, para el sistema f¶³sico que estamos
estudiando, viene dado por

Wmin =
1

2C
q2 +

L

2
I2 ´ kBT

2
(X ¢ g ¢X) con X ´ (q; I) : (4.19)

Luego las fuerzas espont¶aneas (4.2), que restauran el equilibrio, son

Fq = ¡
@S

@q
=
1

T

q

C
y FI = ¡

@S

@I
=
1

T
LI: (4.20)

La matriz g¡1 que caracteriza las °uctuaciones cuadr¶aticas medias est¶a dada por

g¡1 =

0@ hqqi hqIi

hIqi hIIi

QA =

0@ kBTC 0

0 kBT=L

QA : (4.21)

Las relaciones de Onsager (para variables de estado par) establecen que la combinaci¶on
L = M ¢ g¡1

±
kB es sim¶etrica. En nuestro caso, tomando el vm de (4.18) para calcular M

y usando (4.21) se obtiene

L =

0@ ° ¡1

1=LC R=L

QA 0@ TC 0

0 T=L

QA =

0@ °TC ¡T=L

T=L TR=L2

QA ; (4.22)

matriz que satisface las simetr¶³as generalizadas Lij = ²i²jLji: Note que bajo la inversi¶on
temporal t! ¡t las variables de estado se comportan de la forma q ! q y I ! ¡I. Entonces
se observa que ² ¢M ¢ g¡1 =

¡
M ¢ g¡1

¢T ¢ ². Aqu¶³ la matriz ² est¶a de¯nida por
² =

µ
1 0
0 ¡1

¶
:

A partir de este ejemplo se ve que si expresamos los vm de los °ujos en funci¶on de las
fuerzas generalizadas hJmi = hdXm/ dti = ¡

P
j Lmj hFji, los coe¯cientes de proporcionali-

dad est¶an, justamente, caracterizados por M ¢ g¡1
±
kB: Usando la de¯nici¶on de fuerzas

generalizadas Fi(t) = kB
P
l gilXl(t), se observa de (4.18) y (4.20) que

d

dt

0@ hqi

hIi

QA = ¡

0@ °TC ¡T=L

T=L TR=L2

QA 0@ hFqi

hFIi

QA : (4.23)

Adem¶as, tambi¶en es posible comprobar que tanto ° como R son coe¯cientes de disipaci¶on,
y por lo tanto positivos. La variaci¶on determinista de la energ¶³a del sistema S est¶a dada por

dE

dt
= LI

dI

dt
+
q

C

dq

dt
(4.24)

= LI

µ
q=C + IR

¡L

¶
+
q

C
(I ¡ °q)

= ¡
¡
RI2 + °q2=C

¢
;
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expresi¶on que representa la p¶erdida de energ¶³a en el elemento resistivo y en el capacitor. Por
otro lado, si calculamos la corriente de entrop¶³a en la aproximaci¶on lineal, obtendremos

dS

dt
=

X
ji

LijFiFj

=
¡

1
T q=C

1
T LI

¢0@ °TC ¡T=L

T=L TR=L2

QA0@ 1
T q=C

1
T LI

QA
=

1

T

¡
RI2 + °q2=C

¢
> 0:

Es decir que la producci¶on de entrop¶³a se hace exactamente a expensas de la disipaci¶on de
energ¶³a.

En la pr¶oxima secci¶on probaremos el (primer) teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on. Este
resultado establece la caracterizaci¶on de los coe¯cientes dij que aparecen en los t¶erminos
de ruidos en las ede constitutivas (4.15), (4.16) y (4.17). En particular, se mostrar¶a que
d12 = d21 = 0, lo que equivale a decir que los t¶erminos de ruidos en la carga y en el voltaje
no est¶an correlacionados.

A menudo se presenta el problema inverso: es decir, dada la matriz de coe¯cientes
cin¶eticos Lij y la matriz de las °uctuaciones en el equilibrio g

¡1, puede ser necesario calcular
los elementos de la matriz de relajaci¶on (macrosc¶opica) linealM. En este caso las relaciones
de Onsager son tambi¶en de gran utilidad.

4.4 Proceso de Ornstein-Uhlenbeck multidimensional

Estudiemos ahora un sistema lineal de n ede, en particular las °uctuaciones y su relajaci¶on
al equilibrio termodin¶amico. Si esperamos un comportamiento macrosc¶opico exponencial en
la relajaci¶on de las n variables fxjg, entonces la din¶amica determinista estar¶a gobernada
por una ecuaci¶on diferencial ordinaria de la forma9

d

dt
xi = ¡Mij xj ; j = 1; 2; ¢ ¢ ¢; n; (4.25)

Puesto que en el equilibrio termodin¶amico la distribuci¶on de probabilidad es gaussiana
y est¶a caracterizada por la distribuci¶on de Einstein (ver cap¶³tulo 2), es natural pensar que
el conjunto10 de pe fxj(t)g ser¶a gaussiano para todo t. Entonces la ede (4.25) ser¶a la ge-
neralizaci¶on n-dimensional del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, ya presentado en el cap¶³tulo
anterior en ocasi¶on de analizar la relajaci¶on de la velocidad de una part¶³cula browniana. En
esta oportunidad presentaremos el problema inverso.

Sea fxm(t)g un proceso estoc¶astico (vectorial con n componentes) estacionario marko-
viano y gaussiano, entonces el propagador de las variables fxm(t)g satisface

@

@t
P (fxmg; t) =

·
@

@xi
Mij xj +

1

2
Bij

@

@xi

@

@xj

¸
P (fxmg; t); (4.26)

9De aqu¶³ en adelante usamos la notaci¶on de ¶³ndices repetidos para indicar una sumatoria.
10En lo que sigue simpli¯caremos la notaci¶on, cuando no haya ambig8uedad, y usaremos las mismas letras

para caracterizar pe que va (compare con el cap¶³tulo 3).
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con la condici¶on inicial11 P (fxmg; t! 0)!
Qn
j=1 ± (xj ¡ xj(0)). La soluci¶on en el equilibrio

termodin¶amico es Peq(fxmg) / exp
¡
¡1

2x ¢ g ¢ x
¢
, donde la forma bilineal x ¢ g ¢ x est¶a dada

en t¶erminos de la variaci¶on de la entrop¶³a total. El problema consiste en obtener relaciones
para la matriz B que aseguren la relajaci¶on al equilibrio termodin¶amico (primer teorema
de °uctuaci¶on-disipaci¶on). O sea, se pretende que la soluci¶on estacionaria de la ecuaci¶on de
F-P (4.26) coincida con Peq(fxmg):

Excursus. (Autofunciones para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.) Resuelva
una ecuaci¶on de F-P multidimensional mediante un an¶alisis de autovalores para el caso
general en que la deriva sea lineal y la matriz de difusi¶on sea constante, sim¶etrica y de¯nida
positiva; es decir, la ecuaci¶on (4.26). Este pe es sumamente importante y es el an¶alogo, en
di¯cultad matem¶atica, al oscilador arm¶onico n-dimensional en la mec¶anica cu¶antica [4].

4.4.1 Primer teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on

Dada la ecuaci¶on (4.26), >cu¶al es la matriz B que asegure que la probabilidad estacionaria
sea la distribuci¶on de Einstein? Para resolver este problema introducimos la distribuci¶on
Pest(fxmg) / exp

¡
¡1

2x ¢ g ¢ x
¢
en la ecuaci¶on estacionaria de F-P (4.26), es decir:

0 =

·
2
@

@xi
Mij xj +Bij

@

@xi

@

@xj

¸
Pest(fxmg); (4.27)

de donde se obtiene que

0 = 2Mii ¡Bijgji + (Bijgimgjn ¡ 2Mimgin)xmxn: (4.28)

Entonces, para (xm; xn) arbitrarios, el primer t¶ermino de (4.28) y la forma cuadr¶atica se
anulan separadamente. O sea, expl¶³citamente se tiene

2
X
i

Mii =
X
ij

Bijgji: (4.29)

Adem¶as, usando la simetr¶³a de g y de los ¶³ndices mudos podemos escribir

0 = (Bijgimgjn ¡ 2Mimgin)xmxn

= (Bijgimgjn ¡Mimgin ¡Mimgin)xmxn;

de donde se observa que
Bijgimgjn = gniMim + gmiMin: (4.30)

Multiplicando (4.30) por g¡1im y sumando, se obtiene

Bijgjn = g¡1imgnlMlm + g
¡1
imgmlMln (4.31)

= g¡1imgnlMlm +Min:

Note que poniendo n = i y sumando respecto de i en (4.31), expl¶³citamente se obtieneX
ij

Bijgji =
X
ilm

g¡1imgilMlm +
X
i

Mii (4.32)

= 2
X
m

Mmm;

11Observe la simpli¯caci¶on usada en la notaci¶on de probabilidad condicionada.
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que justamente es la (4.29); entonces s¶olo es su¯ciente que se cumpla (4.31). Para despejar
la matriz B, podemos volver a escribir esta condici¶on en la forma:

Bij = g¡1jn g
¡1
imgnlMlm + g

¡1
jnMin (4.33)

= ±j;l g
¡1
imMlm +Ming

¡1
nj

= Mjmg
¡1
mi +Ming

¡1
nj ;

es decir,

B =M ¢ g¡1 +
¡
M ¢ g¡1

¢T
:

Aqu¶³ el supra¶³ndice T indica matriz transpuesta.
La ecuaci¶on (4.33) es la expresi¶on buscada pues representa la relaci¶on que existe entre la

matriz de °uctuaci¶onB y la matriz de disipaci¶onM y asegura que en el estado estacionario la
distribuci¶on de probabilidad sea igual a la distribuci¶on en torno del equilibrio termodin¶amico.

Ejemplo. Consideremos una part¶³cula browniana de masa m en un potencial arm¶onico,
caracterizada por su velocidad V (t) = _X(t) y posici¶on X(t) en 1-dimensi¶on. La ecuaci¶on de
evoluci¶on determinista12 es

m ÀX + ° _X + ·X = 0:

Entonces, en las variables X y p = m _X(t); se puede escribir el par de ecuaciones

_X = p=m y _p = ¡°p=m¡ ·X:

Como la din¶amica es lineal, podemos escribir

d

dt

µ
X
p

¶
=

µ
0 1=m
¡· ¡°=m

¶µ
X
p

¶
´ ¡M

µ
X
p

¶
:

A partir de la distribuci¶on de probabilidad en torno del equilibrio termodin¶amico se observa
que

¡1
2
x ¢ g ¢ x = ¡1

kBT

µ
·X2

2
+
p2

2m

¶
;

entonces g = 1
kBT

µ
· 0
0 1=m

¶
. Luego usando la de¯nici¶on de la matriz de Onsager

L =M ¢ g¡1
±
kB se obtiene:

L =
1

kB
M ¢ g¡1

=
1

kB

µ
0 ¡1=m
· °=m

¶µ
kBT=· 0
0 kBTm

¶
= T

µ
0 ¡1
+1 °

¶
:

12Note que el sistema din¶amico disipa energ¶³a cin¶etica.
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A partir del primer teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on (4.33) se sabe que B = kB(L+ L
T ),

o sea:

B =

µ
0 ¡kBT

+kBT °kBT

¶
+

µ
0 kBT

¡kBT °kBT

¶
=

µ
0 0
0 2°kBT

¶
;

entonces de (4.26) se deduce que la ecuaci¶on de F-P para este sistema ser¶a

@

@t
P (X; p; t) =

·
¡ @

@X
(p=m) +

@

@p
(·X + °p=m) + °kBT

@2

@p2

¸
P (X; p; t);

donde P (X; p; t ! t0) ! ±(X ¡ X0)±(p ¡ p0). Gracias al car¶acter markoviano del pro-
ceso, conocer el propagador P (X; p; t) de esta ecuaci¶on, permite, en principio, el c¶alculo de
cualquier funci¶on de correlaci¶on; por ejemplo:

hX(t1)X(t2)i ; hX(t1)p(t2)i ; hp(t1)p(t2)p(t3)p(t4)i ; etc.

Ejercicio. Muestre a partir del ejemplo anterior que la variaci¶on temporal de entrop¶³a
es positiva y est¶a dada por

1

kB

dS

dt
=

1

kB

X
ij

LijFiFj =
°

m

p2=2m

kBT=2
:

Es decir, la producci¶on de entrop¶³a se realiza a expensa de la disipaci¶on de energ¶³a cin¶etica.
Ejercicio guiado. Consideremos la ede asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, pero

supongamos que se desconoce la intensidad de las °uctuaciones estoc¶asticas ², es decir:

m
dV

dt
= ¡m¡V (t) +

p
² »(t); (4.34)

donde »(t) es gaussiano de media cero y blanco.13 Usemos el teorema de Novikov (ver
cap¶³tulo 1) para mostrar que la imposici¶on del v¶³nculo de igual °uctuaci¶on de equilibrio
implica que ² = 2m¡kBT . A partir de (4.34) es posible calcular el vm de la energ¶³a cin¶etica
de la part¶³cula: simplemente multiplicamos (4.34) por V (t) y luego tomamos el vm, es decir,

m

¿
V (t)

dV

dt

À
=

m

2

d

dt

*
V (t)2

®
(4.35)

= ¡m¡
*
V (t)2

®
+
p
² hV (t)»(t)i :

Como el sistema es lineal conocemos la soluci¶on formal de (4.34):

V (t) =

p
²

m

Z t

0

e¡(t¡s)¡»(s) ds+ V (0)e¡¡t:

Entonces es posible calcular la variaci¶on funcional [ver ejercicio optativo de la secci¶on (3.1.2)]:

±V (t)

±»(t0)
=

p
²

m

Z t

0

e¡(t¡s)¡±(s¡ t0) ds =
p
²

m
e¡(t¡t

0

)¡; t
0

< t:

13En particular de intensidad uno; es decir,
D
»(t)»(t

0

)
E

= ±(t¡ t
0

).
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Por otro lado, el teorema de Novikov (en el continuo) establece que

hV (t)»(t)i =

Z t

0

D
»(t)»(t

0

)
E¿

±V (t)

±»(t0)

À
dt

0

=

Z t

0

±(t¡ t0)
p
²

m
e¡(t¡t

0

)¡ dt
0

=

p
²

2m
:

Entonces, a partir de (4.35) se tiene que

m

2

d

dt

*
V (t)2

®
= ¡m¡

*
V (t)2

®
+

²

2m
:

Integrando esta ecuaci¶on se obtiene para el valor medio del cuadrado de la velocidad

*
V (t)2

®
=

²

m2

µ
1¡ e¡2¡t
2¡

¶
+
*
V (0)2

®
e¡2¡t:

Para que en el estado estacionario esta expresi¶on coincida con el resultado termodin¶amico
(en 1-dimensi¶on) se debe cumplir que

*
V 2

®
= kBT=m;

de donde se concluye que ² = 2m¡kBT . Tome m¡ = ° y compare con el ejemplo anterior.

4.5 Distribuci¶on can¶onica en estad¶³stica cl¶asica

Consideremos el movimiento de una part¶³cula browniana (en 1-dimensi¶on) de masa m en
un potencial arbitrario U(X) (su generalizaci¶on a 3-dimensi¶on es inmediata), y en presencia
de un ba~no t¶ermico B, o reservorio a la temperatura T . Las variables de estado ser¶an la
posici¶on X y la velocidad V de la part¶³cula. Las ede que caracterizan al sistema son

m
dV

dt
= ¡U 0

(X)¡ °V +
p
2°kBT»(t) y

dX

dt
= V: (4.36)

Aqu¶³ »(t) es un pe gaussiano de media nula ±-correlacionado. Este proceso, »(t); representa a
las variables ocultas del reservorio que dan cuenta de las fuerzas aleatorias introducidas por el
ba~no t¶ermico B. La (4.36) es esencialmente una ede de Langevin para el vector (X(t); V (t)).
Aqu¶³ U(X) es el potencial cl¶asico, cuyo gradiente da lugar a una fuerza determinista, y el
t¶ermino ¡°V representa una fuerza de fricci¶on sobre la part¶³cula.

Si bien la (4.36) no es una ecuaci¶on de Langevin lineal, su estructura tampoco es del
tipo multiplicativa, pues el pe »(t) no est¶a multiplicado por ninguna variable de estado. Por
consiguiente no hay ninguna diferencia entre los c¶alculos diferenciales de Stratonovich o Ito
[9, 10]. El factor

p
2°kBT asegura que la distribuci¶on de probabilidad en el estado esta-

cionario coincida con la distribuci¶on del equilibrio termodin¶amico.14 Note que la intensidad
de la °uctuaci¶on es proporcional al coe¯ciente de disipaci¶on °, este hecho no es m¶as que una
versi¶on elemental del teorema de °uctuaci¶on-disipaci¶on.

Ejercicio. Muestre que el sistema de ede (4.36) est¶a asociado a la ecuaci¶on de F-P

14Es decir, el principio de balance detallado; tema que se ver¶a en detalle en el pr¶oximo apartado.
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@

@t
P (X;V; t) = L(X;V; @X ; @V ) P (X;V; t) (4.37)

´
·
¡ @

@X
V +

1

m

@

@V

n
U

0

(X) + °V
o
+ °kBT=m

2 @
2

@V 2

¸
P (X;V; t);

donde P (X;V; t! t0)! ±(X ¡X0)±(V ¡ V0). Esta ecuaci¶on fue introducida por Kramers
[5] para estudiar las °uctuaciones temporales en torno del equilibrio.15

Ejercicio. Para los casos en que el potencial U(X) implica condiciones de contorno
naturales,16 pruebe por sustituci¶on directa que

Pest(X;V ) = N exp

µ
¡U(X)
kBT

¡ mV 2

2kBT

¶
(4.38)

es la soluci¶on estacionaria de (4.37). Note que Pest(X;V ) es justamente la distribuci¶on
can¶onica de Boltzmann. El conocimiento del propagador [soluci¶on de (4.37)] y el empleo de
la soluci¶on estacionaria (4.38) permite la caracterizaci¶on completa del proceso; en particular,
el estudio de las correlaciones temporales en torno del equilibrio del sistema mec¶anico (4.36).

4.6 Soluci¶on estacionaria de Fokker-Planck

El c¶alculo de la soluci¶on estacionaria Pest(fxmg) de la ecuaci¶on multidimensional de F-P
es un problema no trivial. En principio el an¶alisis se reduce a encontrar la soluci¶on de la
ecuaci¶on estacionaria:

0 =

·
¡ @

@xi
Ki(fxmg) +

@

@xi

@

@xj
Dij(fxmg)

¸
Pest(fxmg) ´ LPest(fxmg); (4.39)

donde hemos de¯nido el operador L y usado la notaci¶on de suma para ¶³ndices repetidos.
La unicidad de la soluci¶on estacionaria est¶a asegurada por la existencia de la funci¶on de

Lyapunov:17

H(t) =
Z
¢ ¢ ¢

Z
P1(fxmg; t) ln

µ
P1(fxmg; t)
P2(fxmg; t)

¶ Y
m

dxm: (4.40)

Aqu¶³ P1 y P2 son soluciones arbitrarias de la ecuaci¶on de F-P que satisfacen condiciones de
contorno naturales: P1(fxmg ! §1; t)! 0 para todo t.

Si la deriva Ki(fxmg) es no singular18 y la matriz de difusi¶on Dij(fxmg) es de¯nida
positiva19 en todo el dominio de fxmg, entonces es posible probar que H(t) es una funci¶on
15En particular, el potencial podr¶³a ser peri¶odico U(X) = U(X + L). En general, los autovalo-

res del correspondiente operador de F-P caracterizan completamente las correlaciones temporales:
hX(0)X(¿)i ; hV (0)V (¿)i ; etc. [4].
16Es decir, P (X = §1; V; t) = 0 para todo V; t.
17El concepto de funci¶on de Lyapunov H(t) fue claramente introducido por Boltzmann para probar su

famoso teorema H. En ese caso la funci¶on H(t) =
R
P lnP dfxmg decrece en el tiempo si la soluci¶on de

la ecuaci¶on de Boltzmann P no coincide con la soluci¶on estacionaria. En general podemos decir que H(t)
es una funci¶on de Lyapunov si es positiva para todo t y adem¶as cumple que d

dt
H(t) < 0; es decir, H(t) es

decreciente y est¶a acotada inferiormente.
18Es decir, no hay \paredes in¯nitas" de potencial que inhiban la difusi¶on en todo el dominio de fxng:
19Es decir,

P
ij Dij(fxmg)RiRj > 0 en todo el dominio de la variales fxmg y para todo par de n¶umeros

reales Ri; Rj 6= 0:
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de Lyapunov [4]. De este hecho se deduce que el estado estacionario es ¶unico [11]. Es decir,
el estado estacionario es independiente de la condici¶on inicial.20

Ejercicio optativo. (Funci¶on de Lyapunov.) De¯niendo

R ´ R(fxmg; t) = P1(fxmg; t)/P2(fxmg; t);

es posible probar usando la de¯nici¶on (4.40) [ver ap¶endice B para una demostraci¶on similar]
que

H(t) =
Z
¢ ¢ ¢

Z
P2(fxmg; t) (R lnR¡R+ 1)

Y
m

dxm ¸ 0: (4.41)

Por otro lado, si Dij(fxmg) es de¯nida positiva y Ki(fxmg) no tiene singularidades, usando
la estructura diferencial del operador L de F-P es posible probar [4] que

d

dt
H(t) = ¡

Z
¢ ¢ ¢

Z
P1(fxmg; t)

X
ij

Dij(fxmg)
@ lnR

@xi

@ lnR

@xj

Y
m

dxm · 0;

donde expl¶³citamente hemos usado la notaci¶on de sumatoria. Entonces H(t) decrece si
@ lnR/ @xi 6= 0, adem¶as H(t)/ dt = 0 s¶olo cuando lnR = lnC; donde C es una constante.
As¶³ se concluye que, asint¶oticamente en el tiempo, R ha de ser independiente de fxmg. Por
otro lado, comoH(t) est¶a acotada inferiormente, la funci¶onH(t) no decrece inde¯nidamente.
Entonces, cuando H(t) se aproxima a su valor m¶³nimo, R! C, se tiene que

P1(fxmg; t!1)! C P2(fxmg; t!1):

Finalmente, por normalizaci¶on se concluye que la constante vale 1, es decir, H(t!1)! 0.
Lo que concluye la prueba de que la soluci¶on estacionaria es ¶unica.

Ejercicio. Muestre que para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck 1-dimensional [ver secci¶on
(3.12.2)] tambi¶en se puede obtener la soluci¶on estacionaria Pest(v) a partir de la probabilidad
condicionada P (v; t j v0; t0) tomando la condici¶on inicial en un tiempo in¯nitamente remoto
(o sea, en el l¶³mite t0 !¡1):

Ejercicio. Muestre que una condici¶on necesaria para la existencia de una soluci¶on esta-
cionaria de F-P es que los coe¯cientes Ki(fxmg) y Dij(fxmg) sean independientes del
tiempo.

En esta secci¶on hemos diferenciado expl¶³citamente la notaci¶on para la soluci¶on en el equi-
librio termodin¶amico Peq(fxmg) de la soluci¶on estacionaria de F-P Pest(fxmg). Solamente
si el sistema es cerrado y aislado ambas soluciones coincidir¶an.

Ejercicio guiado. Considere un sistema S caracterizado por la ede (en el plano complejo)

_E = (a¡ c)E ¡ b j E j2 E + L(t); (4.42)

donde el ruido L(t) es un pe complejo gaussiano blanco que satisface las relaciones

hL(t)i = 0;
D
L(t)L(t

0

)
E
= 0 y

D
L(t)L¤(t

0

)
E
= ¡±(t¡ t0) : (4.43)

En general, si el sistema S est¶a fuera del equilibrio termodin¶amico, el coe¯ciente ¡ en
principio no tiene ninguna relaci¶on con la disipaci¶on en la ecuaci¶on determinista. Encuentre

20En el caso particular de sistemas de Markov no estacionarios 2¼-peri¶odicos, tambi¶en es posible probar,
en condiciones similares, la unicidad de la soluci¶on asint¶otica, la cual ser¶a peri¶odica en el tiempo [12] (ver
¶utima secci¶on de este cap¶³tulo).
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los coe¯cientes de deriva Ki(E;E
¤) y de difusi¶on Dij(E;E¤) que aparecen en la ecuaci¶on

de F-P. Muestre que la distribuci¶on de probabilidad estacionaria es soluci¶on de la ecuaci¶on

0 =

·
¡ @

@E
(a¡ c¡ b j E j2)E ¡ @

@E¤
(a¡ c¡ b j E j2)E¤ + ¡ @

@E

@

@E¤

¸
Pest(E;E

¤): (4.44)

Por otro lado, introduciendo coordenadas polares, o sea, el cambio de variable E =
p
seiÁ,

muestre que tambi¶en puede hallarse la soluci¶on estacionaria a partir de la ecuaci¶on

0 =

½
¡2 @
@s
(a¡ c¡ bs)s+ ¡

µ
@

@s
s
@

@s
+
1

4s

@2

@Á2

¶¾
Pest(s; Á): (4.45)

Ejercicio optativo. A partir del ejercicio anterior, muestre que la ecuaci¶on determinista
que se obtiene \eliminando" ingenuamente el t¶ermino de ruido (es decir, poniendo ¡ = 0)
no es invariante frente a transformaciones no lineales de coordenadas. Este hecho tiene
importantes connotaciones con relaci¶on a la comparaci¶on entre el potencial determinista y
el potencial de no equilibrio para sistemas difusivos. Ver cap¶³tulo XI, secci¶on 5, del libro de
van Kampen [5], y nota (28) como tambi¶en la nota (55) del cap¶³tulo 3.

4.6.1 Problema inverso

Sabemos que dada una ecuaci¶on de Langevin (y una vez especi¯cado el c¶alculo diferencial
estoc¶astico) los coe¯cientes de derivaKi(fxmg) y de difusi¶on Dij(fxmg) est¶an un¶³vocamente
determinados (ver cap¶³tulo 3). Sin embargo, el problema inverso no lo est¶a, pues hay una
libertad de elecci¶on.

En general, en el problema inverso, si n es el n¶umero de variables estoc¶asticas, existe un
grado de libertad en la elecci¶on de los par¶ametros de Langevin caracterizados por la ede
_xj = hj + gjl»l, donde en general hj y gjl son funciones de fxmg. Del cap¶³tulo 3 sabemos
que existe una relaci¶on entre la deriva, la difusi¶on y los par¶ametros de Langevin. Es decir,
la deriva y la difusi¶on est¶an dados, en el c¶alculo de Stratonovich, por

Ki(fxmg) = hi +
1

2
gkj

@

@xk
gij (4.46)

Dij(fxmg) =
1

2
gikgjk; (4.47)

donde los ¶³ndices repetidos se suman. Adem¶as, puesto que Dij(fxmg) es sim¶etrica, se
observa de (4.47) que s¶olo tenemos 1

2n(n+1) ecuaciones. Es decir, el grado de libertad para
determinar hi y gkj est¶a caracterizado por

fn¶umero de incognitas = n+ n2g ¡ fn¶umero de ecuaciones = n+ n(n+ 1)
2

g = n(n¡ 1)
2

:

De donde concluimos que solamente en 1-dimensi¶on el problema inverso est¶a un¶³vocamente
determinado [4].

4.6.2 Balance detallado

Hemos enfatizado que la soluci¶on estacionaria de F-P es un problema no trivial para dimen-
siones mayores que uno. Pero, en particular y teniendo en cuenta ciertas restricciones, esta
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soluci¶on estacionaria puede ser analizada por cuadraturas. El punto crucial lo establece una
condici¶on de simetr¶³a llamada balance detallado. Esta condici¶on es simplemente un re°ejo
a nivel macrosc¶opico de la invariancia frente a la inversi¶on temporal t!¡t en los sistemas
hamiltonianos.

En el cap¶³tulo 2 ya vimos la descripci¶on estacionaria de las °uctuaciones alrededor del
equilibrio termodin¶amico. Pero, >qu¶e ocurre con la dependencia temporal de las °uctua-
ciones de las variables de estado? Para describir las correlaciones temporales de estas °uc-
tuaciones es necesario utilizar el concepto de pe. Justamente, es el marco de los procesos
de Markov el que nos permite caracterizar completamente la dependencia temporal de estas
°uctuaciones.

En un sistema aislado y cerrado las °uctuaciones en torno al equilibrio termodin¶amico
se describen mediante una ecuaci¶on F-P que satisface el principio de balance detallado. En
general, lejos del equilibrio esta situaci¶on no se cumple. Este principio establece que en
el estado estacionario, y para toda celda elemental del espacio de las fases de las variables
de estado fxmg, el °ujo de probabilidad entrante es igual al saliente. Matem¶aticamente el
balance detallado (para variables pares) establece que

P (fxmg; ¿ j fx0mg; 0)Peq(fx0mg) = P (fx0mg; ¿ j fxmg; 0)Peq(fxmg): (4.48)

Si las variables de estado son impares frente a la inversi¶on temporal t! ¡t, tambi¶en es
posible formular21 una generalizaci¶on de (4.48). Aqu¶³ Peq(fxmg) representa la distribuci¶on
estacionaria de probabilidad (en torno del equilibrio termodin¶amico).

Si un pe 1-dimensional toma el valor x en el instante t y adem¶as el valor x
0

en instante
t + ¿ , la probabilidad de ocurrencia de este evento vendr¶a dada por la distribuci¶on conjunta
de 2-tiempos P2(x

0

; t+¿ ;x; t). En particular, en el equilibrio termodin¶amico esta distribuci¶on
de probabilidad conjunta est¶a dada por

P2(x
0

; t+ ¿ ;x; t)eq = P (x
0

; t+ ¿ j x; t)Peq(x; t);

donde obviamente Peq(x; t) ha de ser independiente del tiempo. Entonces el principio de
balance detallado puede formularse de la siguiente manera22

P2(x
0

; 0;x; ¿)eq = P2(x
0

; ¿ ;x; 0)eq: (4.49)

Excursus. Sea Y (p; q) un observable macrosc¶opico (que a su vez es funci¶on de las co-
ordenadas del espacio de las fases (p; q) de un sistema de N cuerpos). De la de¯nici¶on de
probabilidad conjunta de 2-tiempos, en el equilibrio termodin¶amico, se tiene que

P2(x
0

; t;x; 0)eq =

Z
¢ ¢ ¢

Z
±
³
x
0 ¡ Y (p; q; t)

´
± (x¡ Y (p; q; 0))Peq(p; q) Dp Dq:

Note que aqu¶³ Peq(p; q) / exp (¡H(p; q)=kBT ). En virtud de la invariancia frente a la
inversi¶on temporal de las ecuaciones de Hamilton del sistema, y usando la paridad del
observable Y (p; q) ante la transformaci¶on t!¡t, se puede demostrar que

P2(x
0

; 0;x; t)eq = P2(x
0

; t;x; 0)eq:

21Ver el primer excursus de la secci¶on (4.7.2).
22En particular, si el pe es discreto, la (4.48) se reduce, inmediatamente, a una simple relaci¶on entre la

matriz de transici¶on Wjm (ver cap¶³tulo 6) y la distribuci¶on de probabilidad estacionaria Pest(m), es decir,
WjmPest(m) = WmjPest(j). Es de destacar que aqu¶³ la convenci¶on de ¶³ndices repetidos no se aplica.
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V(q,f)

z

x

y

M

q

f

Figura 4.1: Esquema representativo de la presencia del potencial V (µ; Á) actuando sobre el
momento magn¶eticoM.

Es decir, la condici¶on de balance detallado se prueba mediante el principio de reversibilidad
microsc¶opico [13, 5].

Excursus. A partir del principio de balance detallado (4.48) es posible formular condi-
ciones necesarias y su¯cientes sobre los coe¯cientes de deriva y de difusi¶on de manera tal
que un pe continuo, y caracterizado por una ecuaci¶on de F-P cumpla con el principio de
balance detallado [5]; ver tambi¶en el primer excursus de la secci¶on (4.7.2).

Ejercicio. Utilizando el principio de balance detallado (reversibilidad microsc¶opica)
muestre que la matriz de correlaci¶on (macrosc¶opica) satisface

hxj(0)xi(¿)ieq = hxj(¿)xi(0)ieq : (4.50)

Note que aqu¶³ estamos suponiendo que el vm hxj(¿)ieq es nulo, como es l¶ogico en torno del
equilibrio termodin¶amico.

Excursus. (Relajaci¶on magn¶etica.) Sea una part¶³cula de volumen º con momento
magn¶etico uniformeM de magnitud constante Ms. Si la orientaci¶on instant¶anea deM est¶a
descrita por los ¶angulos estoc¶asticos µ ´ µ(t) y Á ´ Á(t), considere a partir de la ede de
Brown-Gilbert el operador L de F-P asociado [ver secci¶on (3.19.1)]. Puesto que el modelo
describe un sistema cerrado y aislado, la soluci¶on estacionaria de F-P ha de coincidir con
la soluci¶on de Boltzmann:

Weq(µ; Á) = Ne¡¯V (µ;Á);

donde ¯ = º=kBT y V (µ; Á) es el potencial de la fuerzas aplicadas al momentoM [la ¯gura
(4.1) muestra un esquema representativo]. Es f¶acil mostrar (por sustituci¶on directa) que
esta distribuci¶on es soluci¶on de la ecuaci¶on estacionaria de F-P si y s¶olo si h0 = ¯k0. Este
hecho no es nada m¶as que la condici¶on de balance detallado. Entonces, con esta condici¶on
es posible relacionar la intensidad de las °uctuaciones t¶ermicas, ², con el par¶ametro de
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disipaci¶on, ´, del modelo de Brown-Gilbert [23] seg¶un

² =
2´kBT

º
: (4.51)

4.7 Corriente de probabilidad

4.7.1 Caso 1-dimensional

En el caso 1-dimensional la soluci¶on estacionaria de la ecuaci¶on de F-P es siempre resoluble
por cuadraturas. Este hecho se sigue inmediatamente, pues en el caso 1-dimensional siempre
es posible introducir una transformaci¶on de coordenadas en la ecuaci¶on de Langevin [ver
¶ultimo ejercicio de la secci¶on (3.18)] a ¯n de que el coe¯ciente de difusi¶on en la ecuaci¶on
asociada de F-P sea una constante.

Sea la ecuaci¶on 1-dimensional de F-P

@

@t
P (x; t) =

·
¡ @

@x
K(x) +

1

2

@2

@x2
D(x)

¸
P (x; t) = ¡@xJ(x; t): (4.52)

En el estado estacionario la corriente de probabilidad Jest(x) ha de ser una constante. En
particular, si las condiciones de contorno lo permiten, y para alg¶un valor de x la corriente se
anula, se deduce que Jest(x) = 0 en todo el dominio de x. De donde se deduce que si D(x)
no es singular se tiene

K(x)Pest(x) = K(x)
D(x)

D(x)
Pest(x) =

1

2

@

@x
D(x)Pest(x):

Esta ecuaci¶on puede ser integrada en D(x)Pest(x) de la siguiente forma:Z
d[D(x)Pest(x)]

D(x)Pest(x)
= 2

Z
K(x)

D(x)
dx;

obteni¶endose para la soluci¶on estacionaria la expresi¶on

Pest(x) =
N
D(x)

exp

µ
2

Z x K(x0)
D(x0)

dx0
¶
: (4.53)

Excursus. Sea la ecuaci¶on 1-dimensional de F-P

@

@t
P (x; t) =

·
¡ @

@x
K(x) +

1

2

@2

@x2
D(x)

¸
P (x; t) ´ LP (x; t):

Puesto que L es un operador diferencial, el principio de balance detallado no se puede
analizar en una forma sencilla.23 Se puede probar que el principio de balance detallado se
cumple si y s¶olo si [14]

K(x) =
1

2Pest(x)

d

dx
Pest(x)D(x): (4.54)

23Como lo es en el caso de una ecuaci¶on maestra (esta ecuaci¶on ser¶a presentada en el cap¶³tulo 6); ver nota
(22) de este cap¶³tulo. Sin embargo, una condici¶on equivalente: la simetrizaci¶on del operador diferencial L
es f¶acil de observar, ver ejercicio optativo de la secci¶on (4.8.4).
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Entonces Pest(x) se obtiene por cuadraturas en la forma (4.53). Note que esta condici¶on
establece que la corriente de probabilidad

J(x; t) =

·
K(x)¡ 1

2

@

@x
D(x)

¸
P (x; t)

es id¶enticamente nula en el estado estacionario [5]. Este hecho es consecuencia de estar usan-
do una condici¶on de contorno natural para la probabilidad. El siguiente excursus muestra
una condici¶on de contorno no natural.

En general, se puede mostrar que la distribuci¶on can¶onica de la mec¶anica estad¶³stica
cl¶asica es la soluci¶on estacionaria de F-P (4.39) si y s¶olo si Dij(fxmg) y Ki(fxmg) est¶an
relacionados adecuadamente. En este caso la ecuaci¶on de F-P es multidimensional y ser¶a
analizada en la pr¶oxima secci¶on.

Excursus. (Juntura Josephson.) Una juntura Josephson consiste en dos superconduc-
tores separados por una ¯na capa de material aislante. Esta juntura puede ser analizada
como un circuito el¶ectrico en paralelo con una cierta resistencia R y capacitancia C (modelo
RSJ24). En el modelo RSJ la corriente en la juntura IS = I0 senÁ, representa la superco-
rriente debida al par de Cooper, que por efecto t¶unel cu¶antico salta de un lado al otro del
material aislante. Aqu¶³ Á es la diferencia de fase de la funci¶on de onda cu¶antica a ambos
lados del aislador de la juntura propiamente dicha. La aplicaci¶on de las reglas de Kircho®
al circuito el¶ectrico equivalente RSJ permiten descomponer la corriente, I; aplicada a la
juntura en la forma:

I = C
dV

dt
+
V

R
+ IS : (4.55)

Consideremos ahora que el voltaje a trav¶es de la juntura est¶a relacionado con la variaci¶on
temporal de la diferencia de fase, es decir: dÁ=dt = 2eV=~. Entonces, en el l¶³mite sobre
amortiguado, C ! 0, introduciendo los cambios de escala t ! (2eRI0=~)t, I(t) ! I=I0 es
posible volver a escribir la expresi¶on (4.55) como una ecuaci¶on diferencial para la fase Á :

dÁ

dt
= ¡senÁ+ I: (4.56)

Ahora bien, si tenemos en cuenta el ruido t¶ermico generado en la resistencia R, cuando
el circuito equivalente RSJ est¶a operando a una temperatura distinta de cero, podemos
simplemente incluir un ruido aditivo gaussiano blanco de media nula25 ´(t) a la ecuaci¶on
(4.55). De esto resulta que en lugar de la ecuaci¶on determinista (4.56) se obtiene la siguiente
ede (con »(t) gaussiano blanco):

dÁ

dt
= ¡senÁ+ I +

p
² »(t); donde h»(t)i = 0; h»(t)»(t+ ¿)i = ±(¿): (4.57)

Ejercicio optativo. A partir de la ecuaci¶on de Langevin (4.57) obtenga la correspondiente
ecuaci¶on de F-P. Por el principio de balance detallado es posible ver que la intensidad del
ruido viene dada por ² = 4ekBT=(~I0). Note que el signi¯cado f¶³sico de la fase Á s¶olo tiene

24La sigla RSJ proviene del ingl¶es: Resistively Shunted Junction. Una presentaci¶on sencilla y did¶actica
del fen¶omeno de la superconductividad puede leerse en el art¶³culo de C. Balseiro y F. de la Cruz; Ciencia
Hoy, Vol. 1, N 1, 27, Buenos Aires (1989).

25Es decir, suponiendo que h´(t)i = 0 y h´(t)´(t+ ¿)i =
2kBT

R
±(¿).
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sentido en el intervalo [0; 2¼]; por consiguiente su probabilidad condicionada P (Á; t j Á0; t0)
ha de estar normalizada en ese intervalo y, por supuesto, cumplir la condici¶on de periodicidad

P (Á; t j Á0; t0) = P (Á+ 2¼; t j Á0; t0): (4.58)

En el contexto de F-P una normalizaci¶on del tipo (4.58) es t¶³picamente una condici¶on
\no natural" y necesita un minucioso estudio aparte. Es de hacer notar que este an¶alisis
fue introducido por Stratonovich en el a~no 1958 (ver p¶ag. 234, Vol. II, de su libro [9]); sin
embargo, es habitual encontrar solamente referencias al trabajo de V. Ambegaokar y B.I.
Halpering [Phys. Rev. Lett. 22, 1364, (1969)]. Un an¶alisis detallado del circuito equivalente
RSJ tambi¶en se puede estudiar en el libro de Risken [4].

4.7.2 Caso multidimensional

En general, fuera del equilibrio termodin¶amico, y a los efectos de calcular la soluci¶on esta-
cionaria de la ecuaci¶on de F-P multidimensional, es conveniente escribir la ecuaci¶on (4.39)
en t¶erminos de una corriente de probabilidad J¹. Obviamente, en el caso multidimensional
la corriente total, estacionaria, no tiene por qu¶e anularse. Por ejemplo, podr¶³a haber un
estado estacionario con un °ujo de corriente que tenga rotor no nulo.

En general, en dimensi¶on n, la ecuaci¶on de F-P se puede escribir en la siguiente forma
compacta:26

@tP + @¹J¹ = 0; (4.59)

donde la corriente de probabilidad est¶a dada por

J¹ = (K¹ ¡ @ºD¹º)P: (4.60)

En general, K¹ ´ K¹(fq¹g) proviene del t¶ermino de deriva y D¹º ´ D¹º(fq¹g) del t¶ermino
de difusi¶on propiamente dicho; ambas pueden depender de n-variables de estado fq¹g, pero
no expl¶³citamente del tiempo ya que estamos interesados en pe estacionarios.

A los efectos de obtener una soluci¶on estacionaria con estructura potencial, es decir,

Pest / exp (¡F (fq¹g)) ; (4.61)

es necesario, primero, separar el t¶ermino de deriva de la ecuaci¶on (4.60) en dos contribu-
ciones: una disipativa, fd¹ ; y otra no disipativa, f

o
¹: Esto es,

K¹ = f
d
¹ + f

o
¹; (4.62)

a partir de lo cual se de¯ne la corriente disipativa (en principio no se conoce esta separaci¶on):

Jd¹ =
¡
fd¹ ¡ @ºD¹º

¢
P: (4.63)

Entonces la ecuaci¶on de F-P quedar¶a expresada en t¶erminos de dos corrientes: una disipativa
y otra no disipativa, a saber:

@tP + @¹
¡
fo¹P

¢
+ @¹J

d
¹ = 0: (4.64)

26Usando la notaci¶on de suma al considerar ¶³ndices repetidos.
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Proposici¶on. En el estado estacionario @tPest = [¡@¹J¹]est = 0, y si se cumple la
condici¶on potencial £

Jd¹
¤
est
= 0; (4.65)

la divergencia de la corriente no disipativa Jo¹ = f
o
¹Pest se anula id¶enticamente:

@¹
¡
fo¹Pest

¢
= 0: (4.66)

Introduciendo la estructura potencial (4.61) para el estado estacionario Pest en (4.66) se
deduce que

@¹f
o
¹ = f

o
¹@¹F; (4.67)

la cual, en principio, puede ser resuelta por cuadraturas.
Nota. Exigir la condici¶on no trivial

£
Jd¹

¤
est
= 0 implica que las funciones fd¹ , D¹º y F

deben satisfacer la condici¶on de consistencia

fd¹ ¡ @ºD¹º = ¡D¹º@ºF: (4.68)

Esta relaci¶on, llamada condici¶on potencial, es dif¶³cil de resolver, pues no se conoce el poten-
cial F ´ F (fq¹g). S¶olo en ocasiones especiales se puede \conjeturar" la separaci¶on (4.62).
Por otro lado, es posible probar que si el sistema de F-P satisface el principio (m¶as restric-
tivo) de balance detallado [4, 15, 16], entonces la condici¶on potencial, antes mencionada, se
cumple. Note que para calcular la componente disipativa fd¹ es necesario conocer primero
el potencial F (fq¹g). Frecuentemente el problema se plantea a la inversa. Es decir, dada la
ecuaci¶on de F-P, se trata de sugerir la parte disipativa fd¹ a partir de la cual, si se asume que
se cumple la condici¶on potencial (4.68) y (4.67), el c¶alculo de F se in¯ere por cuadraturas.

Ejercicio. Muestre que si se cumple la condici¶on potencial (4.68), D¹º es invertible y se
conoce fd¹ . Entonces el potencial F viene dado por integraci¶on en la forma:

@®F (fq°g) = ¡D¡1
a¹

¡
fd¹ ¡ @ºD¹º

¢
:

Luego, si de¯nimos el vector A® ´ ¡D¡1a¹
¡
fd¹ ¡ @ºD¹º

¢
; ¶este debe satisfacer la condici¶on

de rotor nulo:
@¹A® = @®A¹:

Excursus. (Balance detallado.) Considere un sistema cerrado, aislado y caracterizado
por una ecuaci¶on de F-P en la cual existen variables pares e impares (frente a la transfor-
maci¶on temporal t ! ¡t). Por ejemplo, la posici¶on de una part¶³cula es una variable par,
mientras que su velocidad es impar. Si se de¯nen las cantidades ²¹ seg¶un la prescripci¶on

²¹ =

½
1;
¡1;

para variables pares
para variables impares,

se puede probar que la ecuaci¶on de F-P cumple el principio de balance detallado si y s¶olo
si [5]

D¹º(q) = ²¹²ºDº¹(²q)

²¹K
rev
¹ (²q) = ¡Krev

¹ (q)X
¹

@¹
¡
Krev
¹ Peq

¢
= 0:
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Note que cuando aperece un producto de la forma ²¹K
rev
¹ (²q) o ²¹²ºDº¹(²q) no se usa la

convenci¶on de suma de ¶³ndices repetidos. Adem¶as, la ecuaci¶on de F-P se ha rede¯nido en
la forma

@tP = ¡@¹K¹P + @¹@ºD¹ºP (4.69)

= ¡@¹Krev
¹ P + @¹PeqD¹º@º

P

Peq
:

donde

Krev
¹ = K¹ ¡

1

Peq
@¹ (D¹ºPeq) :

Puesto que el sistema es cerrado y aislado, la soluci¶on estacionaria coincide con la soluci¶on
del equilibrio Peq. Entonces es posible interpretar f¶³sicamente cada uno de los t¶erminos de
la ecuaci¶on de F-P (4.69). El primero (determinista), ¡@¹Krev

¹ P; es justamente el operador
de Liouville, que es reversible. El segundo (puramente disipativo), @¹PeqD¹º@º [P/Peq] ;
explica el acercamiento irreversible hacia el estado estacionario. Note que si se cumple
el principio de balance detallado existe una prescripci¶on clara para obtener la separaci¶on
entre corriente disipativa y no disipativa. Entonces, en equilibrio, la corriente disipativa
PeqD¹º@º [P/Peq] es nula.

Ejercicio optativo. Si se cumple el principio de balance detallado, muestre que en el
estado estacionario puede existir una corriente no disipativa Jo¹ no nula proveniente del
rotor de un vector potencial: Jo = r£A.

Ejercicio guiado. (Potencial de no equilibrio.) Considere que la ecuaci¶on fenome-
nol¶ogica (4.42) describe a un l¶aser en una cavidad electromagn¶etica fuera del equilibrio [5].
Usando coordenadas polares es posible ver, de (4.45), que la ecuaci¶on determinista (¡ = 0)
para el m¶odulo del campo el¶ectrico j E j2´ s viene dada por

_s = 2s(a¡ c¡ bs): (4.70)

Entonces, podemos de¯nir un potencial determinista V (s) = ¡(a¡c)s2+ 2bs3
±
3 de manera

que (4.70) se pueda escribir en la forma potencial: _s = ¡V 0

(s). Por otro lado, podemos
resolver el estado estacionario de F-P, soluci¶on de (4.45), suponiendo que se cumple la
condici¶on potencial27 (4.68), y proponiendo la siguiente separaci¶on para el t¶ermino de deriva
K¹ :

fd ´
¡
fds ; f

d
Á

¢
= (2s(a¡ c¡ bs) + ¡; 0)

fo ´
¡
fos ; f

o
Á

¢
= (0; 0) :

De aqu¶³ se deduce que las componentes de la corriente disipativa,

Jd¹ =
¡
fd¹ ¡ @ºD¹º

¢
P;

son

Jds (s; Á; t) = [2s(a¡ c¡ bs) + ¡¡ @sDss]P (s; Á; t)
JdÁ(s; Á; t) ´ ¡@ÁDÁÁP (s; Á; t):

27Mediante la identi¯caci¶on de las corrientes disipativa, Jd ´ (Jds ; J
d
Á

); y no disipativa Jo ´ (Jos ; J
o
Á

):
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Note, de (4.45), que DsÁ = DÁs = 0; es decir, la matriz D¹º (dependiente de las variables
de estado s; Á) est¶a dada por

D¹º =

µ
¡s 0
0 ¡

4s

¶
: (4.71)

Adem¶as, la corriente no disipativa es id¶enticamente nula (pues Jo ´ (fos ; foÁ)P = (0; 0)).
Ejercicio optativo. Muestre que la soluci¶on estacionaria de F-P del ejercicio anterior es

Pest(s) = N exp

µ
2

¡

½
(a¡ c)s¡ 1

2
bs2

¾¶
´ Ne¡F :

Aqu¶³ N es la constante de normalizaci¶on. De esta soluci¶on se observa que el potencial de
no equilibrio

F (s) ´ ¡ 2
¡

½
(a¡ c)s¡ 1

2
bs2

¾
es diferente del potencial determinista V (s). Esta diferencia se debe al car¶acter no lineal de
la parte determinista de la ecuaci¶on (4.42).28

Ejercicio optativo. Para el estado estacionario del l¶aser del ejercicio anterior, calcule el
valor m¶as probable del m¶odulo s. Interprete el signi¯cado del potencial de no equilibrio
F (s) y el hecho de que ¶este sea independiente de la variable de estado Á (¶angulo).

Excursus. (Correlaciones lejos del equilibrio.) Si se considera la ecuaci¶on de F-P
para un l¶aser en una cavidad electromagn¶etica [ver (4.42)], se puede emplear la aproximaci¶on
de \linealizaci¶on" y comprobar que si c¡aÀ

p
b¡ la funci¶on de correlaci¶on de la intensidad

de campo el¶ectrico j E(t) j2 viene dada por [5]

**
j E(t1) j2j E(t2) j2

®®
est
=

¡2

4(c¡ a)2 exp (¡2(c¡ a) j t1 ¡ t2 j) :

Mientras que en el caso opuesto, es decir, a¡ cÀ
p
b¡, se obtiene:

**
j E(t1) j2j E(t2) j2

®®
est
=
¡

2b
exp (¡2(a¡ c) j t1 ¡ t2 j) :

4.7.3 Ecuaci¶on de Kramers

A efectos de ejempli¯car el uso de las corrientes de probabilidad disipativa y no disipativa,
como m¶etodo de c¶alculo de la soluci¶on estacionaria multidimensional de la ecuaci¶on de F-P,
vamos a resolver aqu¶³ la ecuaci¶on estacionaria de Kramers introducida en la secci¶on (4.5).

Considere una part¶³cula browniana de masa m en un potencial arbitrario U(X), la
ecuaci¶on de F-P ser¶a la (4.37). Entonces, inmediatamente identi¯camos el operador gradien-
te @¹ ´ (@X ; @V ) y la corriente de probabilidad total29

J =

Ã
V;¡U

0

(X) + °V

m
¡ "@V

!
P; (4.72)

28Ver segundo ejercicio optativo de la secci¶on (4.6). Si las °uctuaciones de un sistema no lineal se tienen
en cuenta introduciendo de manera ad hoc un t¶ermino de ruido en la ecuaci¶on determinista, la ede resultante
puede conducir a resultados parad¶ojicos. Una discusi¶on al respecto se puede encontrar en el libro de van
Kampen [5], p¶ag. 235.
29Es decir, ¹ puede ser X o V:
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donde " ´ °kBT=m
2. Note que a partir de la ecuaci¶on de Kramers (4.37) es possible

\conjeturar" c¶omo separar K¹ en una parte disipativa y otra no disipativa (puramente
mec¶anica):

fo ´ (foX ; foV ) =
Ã
V;
¡U 0

(X)

m

!
y fd ´

¡
fdX ; f

d
V

¢
=

µ
0;
¡°V
m

¶
: (4.73)

Obviamente, esta elecci¶on depende del sistema de F-P que se est¶e estudiando (compare
con el ejercicio guiado de la secci¶on anterior). Usando (4.72), (4.73) y (4.63) se obtiene la
siguiente separaci¶on para las corrientes de probabilidad:

Jo =

Ã
V;
¡U 0

(X)

m

!
P y Jd =

µ
0;¡°V

m
¡ @V "

¶
P: (4.74)

En este caso la matriz de difusi¶on

D¹º =

µ
0 0
0 "

¶
(4.75)

es singular.30

La condici¶on potencial31 fd¹ ¡ @ºD¹º = ¡D¹º@ºF conduce a la siguiente ecuaci¶on para
el potencial F (X;V ) de la soluci¶on estacionaria:µ

0
¡°V
m

¶
= ¡

µ
0 0
0 "

¶µ
@XF
@V F

¶
: (4.76)

Entonces, en el estado estacionario, a partir de la condici¶on
£
Jd¹

¤
est
= 0 se deduce que

°V /m = "@V F . Esta ecuaci¶on puede ser integrada inmediatamente, resultando:

F (X;V ) =
°

2m"
V 2 +Cte(X): (4.77)

Por otro lado, en el estado estacionario, la anulaci¶on de la divergencia de la corriente no
disipativa @¹f

o
¹ = f

o
¹@¹F conduce a

@Xf
o
X + @V f

o
V = (f

o
X ; f

o
V ) ¢ (@XF (X;V ); @V F (X;V )) : (4.78)

Observando que fo ´
µ
V; ¡U

0

(X)
m

¶
implica que @¹f

o
¹ = 0, y de (4.78), se deduce que

0 =

Ã
V;
¡U 0

(X)

m

!
¢ (@XF (X;V ); @V F (X;V )) :

Utilizando (4.77) se ve que la constante de integraci¶on es

Cte(X) =
°

m2"
U(X) +N ;

30Es decir, no tiene inversa.
31En general es v¶alida para problemas de F-P de no equilibrio.
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con lo cual, y notando que " ´ °kBT=m
2, ¯nalmente obtenemos para el potencial F (a

menos de la constante N que se absorbe por normalizaci¶on) la forma

F (X;V ) =
m

2kBT
V 2 +

1

kBT
U(X):

De aqu¶³ se deduce que la soluci¶on estacionaria de la ecuaci¶on de Kramers es

Pest = N exp (¡F (X;V )) / exp
µ
¡ m

2kBT
V 2 ¡ 1

kBT
U(X)

¶
;

la cual, como era de esperar, coincide con la soluci¶on can¶onica de la mec¶anica estad¶³stica de
equilibrio.

4.7.4 Teorema de Onsager generalizado¤

En una secci¶on anterior hemos comentado que el principio de balance detallado implica
que se cumpla la condici¶on potencial fd¹ ¡ @ºD¹º = ¡D¹º@ºF y la divergencia nula de la

corriente de probabilidad no disipativa @¹
¡
fo¹Pest

¢
= 0. Note que la inversa no es cierta.

En aquellos casos en que la matriz de difusi¶on sea constante la condici¶on potencial se
simpli¯ca notablemente:

fd¹ = ¡D¹º@ºF: (4.79)

De¯niendo las fuerzas generalizadas

Fº = kB@ºF

podemos escribir (4.79) en la forma

fd¹ = ¡
D¹º
kB

Fº ; (4.80)

que es la relaci¶on de Onsager (4.11). M¶as a¶un, en el caso particular (no lineal) en que
@ºD¹º = 0, la relaci¶on (4.80) es la generalizaci¶on no lineal del teorema de Onsager [16].

Excursus. Cerca del equilibrio termodin¶amico F (fq¹g) es la segunda variaci¶on de la
energ¶³a interna. Expresado en t¶erminos de ¢T y ¢V tenemos: kBTF = CV =2T (¢T )

2 +
CV
CP

(¢V )2
±
2V °, donde ° = ¡(@ logV=@P )S es la compresibilidad adiab¶atica, CV y CP

son los calores espec¶³¯cos a volumen y presi¶on constante, respectivamente. Es decir: F =
1
2g¹ºq¹qº es una forma cuadr¶atica de¯nida positiva, entonces Fº =

kB
2 (g¹ºq¹ + gº¹q¹) =

kB gº¹q¹. Luego, en esta aproximaci¶on: f
d
¹ = ¡

D¹º

kB
Fº = ¡D¹ºgº®q® = ¡M¹®q®; donde

M¹® es la matriz de amortiguamiento [16]. Note que algunos autores de¯nen las fuerzas
generalizadas Fº con el signo opuesto. Ver, por ejemplo, el trabajo de M. Lax [Rev. of
Mod. Phys. 32, 25, (1960)].

4.7.5 Comentarios sobre el c¶alculo del potencial de no equilibrio¤

En 1-dimensi¶on siempre es posible introducir un cambio de coordenada de manera tal que
el coe¯ciente de difusi¶on sea constante. Esto simpli¯ca notablemente el c¶alculo del estado
estacionario de F-P. En dimensi¶on n el problema de encontrar una transformaci¶on de coor-
denadas de manera que D¹º sea constante es un problema no trivial, de all¶³ la utilidad de
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introducir una representaci¶on covariante para la ecuaci¶on de F-P, a efectos de calcular el
estado estacionario [17].

En general, en situaciones lejos del equilibrio si no se cumple la condici¶on potencial,
no se puede mantener ninguna de las condiciones (4.67) o (4.68). Entonces es necesario
arbitrar m¶etodos perturbativos para el c¶alculo del potencial de no equilibrio F (fq¹g), a los
efectos de conocer la soluci¶on estacionaria de la ecuaci¶on de F-P. En particular, el empleo
de las variables de acci¶on y ¶angulo [18] son de importancia a ¯n de calcular dicho potencial.
Otra posibilidad es detectar la parte no herm¶³tica, LN, del operador de F-P, entonces es
factible estudiar el problema de F-P en autofunciones de la parte herm¶³tica LH en una base
j q > de manera tal que los elementos de transici¶on < q1 j LN j q2 > sean lo m¶as simple
posible. Cuando estos elementos cumplen relaciones de recurrencia ¯nitas, y en particular
si es tridiagonal, el m¶etodo de las fracciones continuas permite resolver num¶ericamente el
problema de F-P en una forma e¯ciente [4]. Por ¶ultimo cabe mencionar que si la intensidad
de los ruidos (proporcional a las fuerzas de Langevin) es peque~na, el m¶etodo de la integral
de caminos permite obtener buenas aproximaciones al potencial de no equilibrio [19].

Simetrizaci¶on, desarrollo en autofunciones

Como ya se coment¶o, si existe el estado estacionario, la distribuci¶on Pest(fq¹g) es el l¶³mite
asint¶otico, para tiempos largos, del propagador del sistema. Podemos obtener Pest(fq¹g)
como la soluci¶on de la ecuaci¶on estacionaria de F-P. Por otro lado, si se efect¶ua un an¶alisis
de autofunciones del operador de Fokker-Planck L, Pest(fq¹g) es la autofunci¶on con autovalor
nulo del problema de contorno32 (donde se considera que

R
D ©n(q¹) dq¹ <1)

L©n = ¸n©n: (4.81)

Pero puede ocurrir que el conjunto de autofunciones ©n no sea completo; ¶esta es una di¯-
cultad extra que suele aparecer en sistemas fuera del equilibrio, puesto que el operador L
puede no ser normal; ver por ejemplo [20]. En lo que sigue adoptaremos el criterio de que
el conjunto de autofunciones ©n es completo (esto siempre podr¶a ser justi¯cado evitando la
degeneraci¶on de los autovalores mediante peque~nas perturbaciones33 [4]). Por otro lado, si
el principio de balance detallado se cumple, siempre es posible simetrizar el operador L, lo
cual asegura la reducci¶on a su forma diagonal [ver (4.104)].

4.8 Procesos de Fokker-Planck no estacionarios¤

4.8.1 Teor¶³a de autovalores

Hemos mostrado en el cap¶³tulo 3, a partir del c¶alculo estoc¶astico de Stratonovich, que
toda ede en presencia de un ruido gaussiano blanco da lugar a un proceso de Markov
bien de¯nido.34 Un proceso de Markov continuo est¶a completamente caracterizado por su
operador L de F-P, el cual puede escribirse inmediatamente a partir de su correspondiente
ede. Si alg¶un par¶ametro de la ede depende del tiempo, el pe no ser¶a estacionario. En

32Si el dominio de la distribuci¶on es D [con sus correspondientes condiciones de contorno] las funciones
sobre las cuales opera L deber¶³an ser integrables en D. Es decir, un espacio de funciones integrables.
33En un contexto similar, ver el ejemplo del ap¶endice B.1
34Resultado v¶alido para toda prescripci¶on diferencial estoc¶asticas como, por ejemplo, la de Stratonovich,

Ito, etc.
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particular, si esta dependencia es 2¼ peri¶odica, el pe se denomina proceso de Markov no
estacionario 2¼-peri¶odico. En esta secci¶on presentamos un m¶etodo para resolver la din¶amica
de Fokker-Planck cuando los coe¯cientes de deriva y/o de difusi¶on son funciones peri¶odicas
en el tiempo. Considere la siguiente ecuaci¶on de F-P (en dimensi¶on n)

@tP (q; t) =

·
¡ @

@qº
Kº(q; t) +

²

2

@2

@qº@q¹
Dº¹(q; t)

¸
P (q; t)

(4.82)

´ L (q; @q; t)P (q; t):
Aqu¶³ q representa el conjunto de variables (q1; : : : ; qn), y la suma sobre los ¶³ndices repetidos
se sobrentiende. Se supone que el t¶ermino de deriva y la matriz de difusi¶on son funciones
peri¶odicas en el tiempo con invariancia discreta de traslaci¶on temporal t! t+ T , es decir:

Kº(q; t+ T ) = Kº(q; t) (4.83)

Dº¹(q; t+ T ) = Dº¹(q; t):

Se puede usar el par¶ametro ² para medir la intensidad del ruido. El propagador (densidad
de probabilidad condicionada) de la din¶amica de Fokker-Planck P (q; tjq0; t0) es soluci¶on de
(4.82) y cumple con la condici¶on inicial

P (q; t0jq0; t0) = ± (q ¡ q0) : (4.84)

Si Kº y Dº¹ son independientes del tiempo, la din¶amica de F-P es equivalente a un
problema de autovalores; entonces el propagador puede desarrollarse en t¶erminos de un
conjunto biortonormal de autofunciones del operador L. La necesidad de las autofunciones
adjuntas se debe al hecho de que en general el operador L no es herm¶³tico ni normal. En
el caso particular de que se cumpla el principio de balance detallado el problema puede ser
puesto en equivalencia con un problema de autovalores autoadjunto de¯nido seminegativo
[4]; lo cual muestra la existencia de un conjunto completo de autofunciones con autovalores
negativos (o cero), pero en general no es posible probar la existencia de un conjunto completo
de autofunciones del operador L. En esta secci¶on vamos a mostrar que la din¶amica de un
proceso de Markov no estacionario T -peri¶odico tambi¶en se puede estudiar como un problema
de autovalores, pero donde el tipo de operador que hay que resolver es un operador integral.35

En las siguientes secciones daremos algunas aplicaciones de esta teor¶³a de autovalores; es
decir, primero deduciremos algunas relaciones entre los autovalores y autofunciones, y luego
mostraremos la relaci¶on entre estos autovalores y ciertas cantidades que caracterizan al
sistema din¶amico, como por ejemplo: funciones de correlaci¶on, funci¶on de Lyapunov, tiempos
de salto entre atractores, etc.

4.8.2 El operador de Kolmogorov

Toda soluci¶on f(q; t) del operador de F-P (4.82) satisface la condici¶on de compatibilidad36

f(q; t) =

Z
P (q; tjq0; t0) f (q0; t0) dq0;

35Este m¶etodo presenta m¶as ventajas cuando el sistema, inevitablemente, tiene que resolverse
n¶umericamente [12]. Mostraremos que la di¯cultad matem¶atica se reduce al an¶alisis de autovalores de
una ecuaci¶on integral de Fredholm.
36Ver cap¶³tulo 3.
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para todo t0 · t.
De¯nici¶on. El operador de Kolmogorov est¶a dado, para t2 ¸ t1, por

U (t2; t1) : f(q)!
Z
P (q; t2jq0; t1) f (q0) dq0; (4.85)

es decir, la evoluci¶on de toda soluci¶on de la ecuaci¶on de F-P (4.82) se obtiene mediante la
aplicaci¶on del operador de Kolmogorov:

f (q; t2) = U (t2; t1) f (q; t1) : (4.86)

Esta ¶ultima ecuaci¶on no es m¶as que la condici¶on de compatibilidad de Kolmogorov.
Proposici¶on. El operador de Kolmogorov satisface la ley de semigrupo

U (t1; t1) = identidad (4.87)

U (t3; t1) = U (t3; t2)U (t2; t1) : (4.88)

Si el operador de F-P (4.82) es peri¶odico en el tiempo, el operador de Kolmogorov (4.85)
tiene la periodicidad

U (t2 + T; t1 + T ) = U (t2; t1) : (4.89)

La propiedad (4.87) se in¯ere de la condici¶on inicial del propagador (4.84), la propiedad
(4.88) se prueba a partir de la ecuaci¶on de Chapman-Kolmogorov (ver cap¶³tulo 3), la cual
es v¶alida para todo proceso de Markov. Por otro lado, de (4.82) y (4.83) es f¶acil comprobar
que el propagador tiene la periodicidad

P (q; t+ T jq0; t0 + T ) = P (q; tjq0; t0) ; (4.90)

a partir de lo cual la propiedad (4.89) se deduce inmediatamente. Note que a causa de que
en general el propagador no es sim¶etrico bajo la transformaci¶on q $ q0, el operador de
Kolmogorov en general no es autoadjunto. Su adjunto est¶a dado por

U (t2; t1)+ : Á(q)!
Z
Á (q0)P (q0; t2jq; t1) dq0: (4.91)

Proposici¶on. El operador adjunto de Kolmogorov satisface:

U (t1; t1)+ = identidad (4.92)

U (t3; t1)+ = U (t2; t1)+ U (t3; t2)+ ; (4.93)

y si el operador de F-P (4.82) es peri¶odico en el tiempo se deduce que el adjunto cumple

U (t2 + T; t1 + T )+ = U (t2; t1)+ : (4.94)

Estas tres propiedades se in¯eren de las correspondientes propiedades del operador de Kol-
mogorov.

Si Á(q; t) es una soluci¶on de la ecuaci¶on \hacia atr¶as" (Backward) de F-P, es decir,37

@tÁ(q; t) =

·
Kº(q; t)

@

@qº
+
²

2
Dº¹(q; t)

@2

@qº@q¹

¸
Á(q; t)

(4.95)

´ L (q; @q; t)+ Á(q; t);
37Esta ecuaci¶on hacia atr¶as es de utilidad en el estudio de los tiempos \aleatorios" de pasaje por primera
vez por una determinada frontera [5]; ver secci¶on (6.6).
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entonces su evoluci¶on hacia atr¶as en el tiempo se puede obtener mediante la aplicaci¶on del
operador adjunto de Kolmogorov:

Á (q; t1) = U (t2; t1)+ Á (q; t2) : (4.96)

Podemos, entonces, llamar a esta ecuaci¶on la condici¶on de compatibilidad adjunta de Kol-
mogorov.

4.8.3 Evoluci¶on en un per¶³odo de tiempo

Estamos ahora interesados en el problema de autovalores del operador U(t + T; t). Puesto
que el operador de Kolmogorov en general no es autoadjunto, necesitamos hallar un conjunto
biortonormal de autofunciones de U(t+ T; t) y su adjunto U(t+ T; t)+; es decir:

U(t+ T; t)fi(q; t) = kifi(q; t) (4.97)

U(t+ T; t)+Ái(q; t+ T ) = kiÁi(q; t+ T ) (4.98)

fÁi; fjg =
Z
Ái(q; t+ T )fj(q; t) dq = ±i;j : (4.99)

Usando las de¯niciones (4.85) y (4.91), y las propiedades (4.87)-(4.89) y (4.92)-(4.94), el
siguiente lema se prueba inmediatamente:

Lema

Considerando que f(q; t) satisface la compatibilidad de Kolmogorov (4.86) y que Á(q; t)
satisface la compatibilidad adjunta de Kolmogorov (4.96), se in¯ere que

(a) Si f(q; t0) es una autofunci¶on de U(t0 + T; t0) con autovalor k; entonces f(q; t) es una
autofunci¶on de U(t+ T; t) con el mismo autovalor k para todo t.
Si Á(q; t0+T ) es una autofunci¶on de U(t0+T; t0)+ con autovalor k; entonces Á(q; t+T )
es una autofunci¶on de U(t+ T; t)+ con el mismo autovalor k para todo t.

(b) Las autofunciones fi(q; t) y Ái(q; t) tienen la misma estructura de Floquet

fi(q; t) = e
¡¸itgi(q; t)

Ái(q; t) = e
¸it°i(q; t); (4.100)

donde las funciones gi(q; t) y °i(q; t) son peri¶odicas en t, es decir,

gi(q; t+ T ) = gi(q; t)

°i(q; t+ T ) = °i(q; t); (4.101)

y ¸i deben elegirse de forma tal que los autovalores ki tengan la forma

ki = e
¡¸iT :

(c) La integral
R
Á(q; t+T )f(q; t) dq no depende del tiempo t, es decir, el producto escalar

fÁ; fg en (4.99) est¶a bien de¯nido.
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Prueba. (a) Puesto que U(t + T; t) es peri¶odica en t es su¯ciente mostrar que para
t0 + T > t > t0:

U(t+ T; t)f(q; t) = U(t+ T; t)U(t; t0)f(q; t0)
= U(t+ T; t0)f(q; t0)
= U(t+ T; t0 + T )U(t0 + T; t0)f(q; t0)
= U(t+ T; t0 + T )kf(q; t0)
= k U(t; t0)f(q; t0)
= k f(q; t):

La prueba para Á(q; t) se realiza de forma an¶aloga. (b) Sea ki = e
¡¸iT ; entonces gi(q; t) es

peri¶odica en t:

gi(q; t+ T ) = e¸i(t+T )fi(q; t+ T )

= e¸i(t+T )U(t+ T; t)fi(q; t)
= e¸i(t+T )kifi(q; t)

= e¸itfi(q; t)

= gi(q; t):

La prueba para Ái(q; t), nuevamente, es completamente an¶aloga. (c) Sea t2 > t1; entoncesZ
Á(q; t1 + T )f(q; t1) dq =

Z ¡
U(t2 + T; t1 + T )+Á(q; t2 + T )

¢
f(q; t1) dq

=

Z ¡
U(t2; t1)+Á(q; t2 + T )

¢
f(q; t1) dq

=

Z
Á(q; t2 + T ) (U(t2; t1)f(q; t1)) dq

=

Z
Á(q; t2 + T )f(q; t2) dq:

Hasta este momento el lema (partes a, b y c) fue, solamente, una conclusi¶on a partir de
la periodicidad de nuestro sistema (estructura equivalente al teorema de Floquet [21]). Si
ahora tenemos en cuenta que nuestras ecuaciones describen distribuciones de probabilidad
de procesos de Markov, podemos aportar las siguientes conclusiones [22]:

(d) Siempre existe el autovalor k0 = 1 (¸0 = 0) con autofunci¶on adjunta constante:
Á0(q; t) = °0(q; t) = 1.

(e) Las autofunciones para otros autovalores tienen integral nulaZ
fi(q; t) dq =

Z
gi(q; t) dq = 0; para ki 6= 1:

(f) Si la deriva y la matriz de difusi¶on no son singulares, el autovalor k0 = 1 no es
degenerado y su autofunci¶on es la distribuci¶on de probabilidad asint¶otica peri¶odica
Pas(q; t) = f0(q; t) = g0(q; t).
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(g) Todos los otros autovalores tienen m¶odulos menores que 1:

jkij < 1; es decir, Re[¸i] > 0; para i = 1; 2; ¢ ¢ ¢ :

Prueba. (d) Puesto que el propagador es una densidad de probabilidad normalizable
se tiene que U(t + T; t)+ 1 =

R
P (q0; t + T jq; t) dq0 = 1. (e) Puesto que la din¶amica de

F-P conserva la integral tenemos que
R
fi(q; t + T ) dq =

R
fi(q; t) dq = e

¡¸it R gi(q; t) dq,
pero la periodicidad de gi(q; t) implica que

R
fi(q; t+ T ) dq = e

¡¸i(t+T ) R gi(q; t+ T ) dq =
e¡¸i(t+T )

R
gi(q; t) dq. Ambos resultados son posibles s¶olo si se tiene que e

¡¸iT (= ki) = 1 ¶oR
gi(q; t) dq = 0; entonces se deduce que

R
fi(q; t) dq = 0. (f) En estas condiciones el sistema

aproxima, para t!1, una ¶unica distribuci¶on38 Pas(q; t). Las autofunciones con autovalor
1 son precisamente las funciones peri¶odicas que cumplen (b); pero Pas(q; t) es la ¶unica de
tales funciones (salvo multiplicaci¶on por un escalar). (g) Puesto que en estas condiciones
toda soluci¶on de la din¶amica de F-P se aproxima asint¶oticamente a Pas(q; t) para t ! 1,
toda otra autofunci¶on debe anularse para t!1; as¶³ pues, jkij debe de ser menor que 1.

A partir de este momento ordenamos los autovalores en m¶odulo decreciente seg¶un: 1 =
k0 > jk1j > jk2j > : : :, es decir, ¸i con parte real creciente. Hasta este momento nada se ha
comentado sobre la completitud del conjunto de autofunciones. En verdad, esta a¯rmaci¶on
no se puede probar en forma general. Pero las partes (a) y (b) del lema muestran que de
la existencia de un conjunto completo de autofunciones para alg¶un valor ¯jo t0, se in¯ere
su existencia para todo t. De aqu¶³ en adelante supondremos que tal conjunto completo de
autofunciones existe, por lo que las funciones fi(q; t) y Ái(q; t) satisfar¶an:Z

Ái(q; t+ T )fj(q; t) dq = ±i;j

1X
i=0

Ái(q
0; t+ T )fi(q; t) = ±(q0 ¡ q): (4.102)

Ahora podemos desarrollar toda funci¶on h(q; t) que satisfaga la condici¶on de compatibi-
lidad de Kolmogorov (4.86) en series de autofunciones seg¶un

h(q; t) =
1X
i=0

Aifi(q; t) =
1X
i=0

Aie
¡¸itgi(q; t);

donde los coe¯cientes Ai se pueden obtener en la forma:

Ai = fÁi; hg =
Z
Ái(q; t+ T )h(q; t) dq:

En particular, el propagador se puede escribir como

P (q; tjq0; t0) =
1X
i=0

Ai(q0; t0)e
¡¸i(t¡t0)gi(q; t); (4.103)

donde los coe¯cientes Ai(q0; t0) son peri¶odicos en t0.
Ejercicio. Demuestre (4.103) a partir de la periodicidad de P (q; tjq0; t0) (4.90) y de la

estructura de gi(q; t) [parte (b) del lema].

38Esta a¯rmaci¶on, se puede probar mediante la de¯nici¶on de una funci¶on de Lyapunov [12]. Ver el primer
ejercicio optativo de la secci¶on (4.6) o el ap¶endice B.2 para entender una situaci¶on an¶aloga, en el caso de un
pe estacionario.
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4.8.4 Balance detallado peri¶odico

Probar la existencia de un conjunto completo de autofunciones del operador de Kolmogorov
es una cuesti¶on abierta. El problema surge porque por un lado la representaci¶on diferencial
del operador de Kolmogorov involucra el operador de ordenaci¶on temporal, el cual es dif¶³cil
de manejar (todos los operadores involucrados tienen que estar cronol¶ogicamente ordenados;
por ejemplo, ver referencia [5])

U(t2; t1) = ~T exp
µZ t2

t1

L(q; @q; s) ds
¶
;

y por otro lado, en la representaci¶on integral de este operador (4.85), el n¶ucleo (o sea, el
propagador) es en general no sim¶etrico. Para procesos de Markov estacionarios es posible
simetrizar el operador de F-P suponiendo que la condici¶on de balance detallado se cumple.
Esta condici¶on establece que para variables pares,39 bajo la inversi¶on temporal t ! ¡t, se
tiene

P (x; tjy; 0)Pest(y) = P (y; tjx; 0)Pest(x)
(Pest(x) es la soluci¶on estacionaria del proceso de Markov). Este hecho permite obtener
operadores autoadjuntos de F-P y de Kolmogorov. Adem¶as, en estas condiciones el operador
simetrizado de F-P es de¯nido seminegativo, as¶³ pues, sus autovalores son n¶umeros reales
negativos, de donde se deduce que los autovalores del operador de Kolmogorov son reales
entre 0 y 1.

En el caso no estacionario T -peri¶odico no tenemos una invariancia continua de traslaci¶on
temporal, pero s¶³ una invariancia discreta t! t+T . Con una condici¶on similar a la condici¶on
de balance detallado es posible simetrizar el operador de Kolmogorov. Esta nueva condici¶on
es compatible con la invariancia discreta de traslaci¶on temporal y la llamaremos condici¶on
de balance detallado peri¶odico.

De¯nici¶on. La condici¶on de balance detallado peri¶odico se cumple si

P (x; t+ T jy; t)Pas(y; t) = P (y; t+ T jx; t)Pas(x; t); 8x; y; t:

Proposici¶on. Si la condici¶on de balance detallado peri¶odico se cumple, el operador de
Kolmogorov U(t+ T; t) es autoadjunto bajo el producto escalar

f´; »g =
Z
´(x)»(x)=Pas(x; t) dx:

Prueba.

f´;U(t+ T; t)»g =

Z Z
´(x)P (x; t+ T jy; t)»(y)=Pas(x; t) dx dy

=

Z Z
P (y; t+ T jx; t)´(x)»(y)=Pas(y; t) dx dy

= fU(t+ T; t)´; »g:

Corolario. Si el balance detallado peri¶odico se cumple, existe un conjunto completo de
autofunciones del operador de Kolmogorov U(t+ T; t).
39Aqu¶³ los s¶³mbolos x o y son equivalentes a q y representa un conjunto fq1; q2; ¢ ¢ ¢g de variables pares.
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Ejercicio optativo. Considere el operador de Kolmogorov para el caso especial en que el
sistema sea estacionario (es decir, la deriva y la matriz de difusi¶on son independientes del
tiempo). En general, usando la representaci¶on de Dyson para el operador de Kolmogorov
[22],

U(t+ ¿; t) = ~T exp
³R t+¿
t

L(q; @q; s) ds
´
= ~T

n
1+

P1
n=1

1
n!

R t+¿
t

dt1
R t+¿
t

dt2 ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢
R t+¿
t

dtnL(q¹; @¹; t1) L(q¹; @¹; t2) ¢ ¢ ¢ L(q¹; @¹; tn)
o
;

y el hecho de que para procesos estacionarios L es independiente del tiempo, pruebe que si
U(t+¿; t) es simetrizable, entonces tambi¶en lo ser¶a L(q¹; @¹). Esto es equivalente a establecer
que con la condici¶on de balance detallado el operador de F-P admite un conjunto completo
de autofunciones. Entonces el balance detallado tambi¶en se puede formular en t¶erminos de
la simetrizaci¶on del operador de F-P, es decir:

fÁ;LÃg = fLÁ; Ãg; (4.104)

bajo el producto escalar f´; »g =
R
´(x)»(x)=Pest(x) dx. Entonces, si el sistema es esta-

cionario y la ecuaci¶on de F-P satisface el principio de balance detallado, muestre que
Pest(x) ´ g0(x) (autofunci¶on con autovalor k0 = 1).

4.8.5 Mezcla fuerte

El concepto de mezcla fuerte40 se introdujo originalmente como una de las varias condiciones
que un pe deb¶³a satisfacer para que sea aplicable el teorema central del l¶³mite. Este problema
no aparece aqu¶³ puesto que, en general, nuestro proceso de Markov no es gaussiano. En esta
secci¶on estamos m¶as interesados en el concepto de \mezcla fuerte" como una condici¶on de
independencia asint¶otica.

Sea q(t) una realizaci¶on del pe no estacionario T -peri¶odico. Una funci¶on de correlaci¶on
se de¯ne, de manera usual, por

hhq(t)q(t0)ii = hq(t)q(t0)i ¡ hq(t)i hq(t0)i ; (4.105)

donde el s¶³mbolo h¢ ¢ ¢i representa el promedio en ensemble (ver cap¶³tulo 3). Por lo general
lo que suele interesar es el c¶alculo de la funci¶on de correlaci¶on en el l¶³mite de tiempos largos,
es decir, mediante el uso de la distribuci¶on asint¶otica, Pas(q; t); para construir la densidad
de probabilidad conjunta (asint¶otica) de 2-tiempos [necesaria para el c¶alculo de (4.105)].
Entonces el segundo momento (asint¶otico) de 2-tiempos est¶a dado por41

hq(t)q(t0)ias =
Z Z

qq0P (q0; t0jq; t)Pas(q; t) dq dq0;

donde, sin p¶erdida de generalidad, hemos elegido t0 ¸ t. Podemos considerar la funci¶on
de correlaci¶on como una funci¶on de las variables t y ¿ = t0 ¡ t. Ahora bien, usando la
representaci¶on del propagador en autofunciones del operador de Kolmogorov obtenemos:

hhq(t+ ¿)q(t)iias =
1X
i=1

e¡¸i¿Bi(t; ¿); (4.106)

40En ingl¶es, Strong mixing.
41Como en las secciones previas, dq representa un conjunto n-dimensional de diferenciales.
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donde las funciones

Bi(t; ¿) =

Z Z
qq0Ai(q; t)gi(q0; t+ ¿)g0(q; t) dq dq0 (4.107)

son peri¶odicas en t y ¿ .
Ejercicio optativo. Demuestre (4.107) a partir del lema probado.
La funci¶on de correlaci¶on (4.106) es una funci¶on oscilatoria decreciente de ¿ para todo

valor ¯jo t, la cual tiende a cero cuando ¿ !1. Este hecho prueba el siguiente corolario.
Corolario. Todo proceso de Markov no estacionario T -peri¶odico caracterizado por una

deriva y una matriz de difusi¶on no singular es de mezcla fuerte (Strong Mixing).

Funci¶on de correlaci¶on para ¿ grande

Si ordenamos los autovalores del operador de Kolmogorov en forma decreciente, 1 = k0 >
jk1j > jk2j > ¢ ¢ ¢ ; y retenemos solamente los sumandos dominantes, en la serie (4.106)
obtenemos, para la correlaci¶on asint¶otica

hhq(t+ ¿)q(t)iias ¼ e¡¸1¿B1(t; ¿): (4.108)

Entonces, luego de un per¶³odo de tiempo, la funci¶on de correlaci¶on (como funci¶on de ¿)
es amortigÀuada por el factor k1 = e¡¸1T . Es decir, el primer autovalor del operador de
Kolmogorov, menor que 1, caracteriza la pendiente del decaimiento de hhq(t+ ¿)q(t)iias
como funci¶on de ¿ .

Excursus. Se puede ver que el autovalor k1 generaliza el concepto de tiempo de escape,
¿K ¼ ¸¡11 , desde un atractor para sistemas markovianos no estacionarios peri¶odicos [22]. En
el caso de tratarse de un proceso estacionario, el tiempo ¿K es el tiempo de activaci¶on de
Kramers [5].

Funci¶on de Lyapunov

Otro objeto interesante que da informaci¶on sobre la evoluci¶on din¶amica de un proceso
markoviano no estacionario T -peri¶odico, es la funci¶on de Lyapunov. Tradicionalmente esta
funci¶on se introdujo para analizar el decaimiento de la preparaci¶on inicial de un sistema
estacionario.42

Considere el sistema preparado en el punto q0 en cierto instante t0. En este caso la
funci¶on de Lyapunov est¶a de¯nida por43

H(t) =
Z
P (q; tjq0; t0) ln

µ
P (q; tjq0; t0)
Pas(q; t)

¶
dq:

Es posible probar [12] que para todo q0 la funci¶on H(t) es no negativa decreciente. Es decir,
el acercamiento desde la preparaci¶on inicial del sistema (en el punto q0) al estado asint¶otico
Pas(q; t) est¶a caracterizado por H(t).

Nuevamente, si usamos un desarrollo en autofunciones del operador de Kolmogorov y
tomamos solamente el comportamiento dominante del decaimiento, se observa lo siguiente:

42Este hecho ya fue comentado cuando se plante¶o el problema de la irreversibilidad al principio del cap¶³tulo.
43Note que esta de¯nici¶on es independiente de la dimensi¶on, es decir, del n¶umero de elementos del conjunto

fqºg. Para probar que H(t) es una funci¶on de Lyapunov se procede de manera an¶aloga a como se presenta
en la secci¶on (4.6) y en el ap¶endice B.2.
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Figura 4.2: Con¯guraci¶on de campo total aplicado, H = H0 + H1(t), sobre el momento
magn¶eticoM:

Corolario. En el r¶egimen de tiempos largos la funci¶on de Lyapunov H(t) es oscilatoria
decreciente y decae en cada per¶³odo de tiempo en un factor (k1)

2.

Su prueba se deja como ejercicio para el lector. Note que en el r¶egimen asint¶otico el
decaimiento de la funci¶on de correlaci¶on es m¶as lento que el decaimiento de la funci¶on de
Lyapunov.

Excursus. (Resonancia magn¶etica.) Considere una part¶³cula monodominio con mo-
mento magn¶etico uniformeM de magnitudMs (cuya variaci¶on con la temperatura puede ser
despreciada), en presencia de un campo externo constante H0. Si la orientaci¶on instant¶anea
de M est¶a descrita por los ¶angulos µ ´ µ(t) y Á ´ Á(t) de forma tal que las componentes
del momento magn¶etico son Mx = Ms sen µ cos Á, My = Ms sen µ senÁ y Mz = Ms cos µ;
considere a partir de la ede de Brown-Gilbert [ver secci¶on (3.19.1)] el operador L de F-P
asociado [23]. En este caso, y mediante el principio de balance detallado, es posible rela-
cionar la intensidad de las °uctuaciones t¶ermicas con el par¶ametro de disipaci¶on del modelo
[ver (4.51)]. Por otro lado, si adem¶as del campo magn¶etico H0 est¶a presente un campo
rotante de radiofrecuencia H1 = H1(t) (perpendicular a H0), es de inter¶es estudiar en estas
condiciones de no equilibrio el comportamiento del sistema magn¶etico; es decir: sus fun-
ciones de correlaci¶on, absorci¶on de energ¶³a, tiempos caracter¶³sticos de relajaci¶on (paralelo
y perpendicular a la direcci¶on de H0), etc. Para este modelo se obtiene un operador de
F-P modulado peri¶odicamente en el tiempo. Considere, por ejemplo, la con¯guraci¶on total
de campo magn¶etico aplicado: H = H0 +H1(t) = x̂H1 cos (!t) + ŷH1 sen (!t) + ẑH0, que
se muestra en la ¯gura (4.2). Usando que V (µ; Á) = ¡H ¢M, compruebe que es posible
separar el operador de F-P en la forma L = L0+K1, donde L0 es el operador de F-P para
el problema con campo H0; mientras que K1 = K1(t) es un t¶ermino de deriva, peri¶odico en
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el tiempo, dado por

K1 =
¡H1Ms

sen µ

@

@µ
fsen µ [(h0 cos µ cos (Á¡ !t) + g0 sen (Á¡ !t))]g ¡

¡H1Ms

sen µ

@

@Á
f(g0 cos µ cos (Á¡ !t)¡ h0 sen (Á¡ !t))g :

Entonces, a partir de la teor¶³a de autovalores del operador de Kolmogorov es posible carac-
terizar este sistema markoviano no estacionario 2¼-peri¶odico.

Excursus. (Escalones de Shapiro.) Si en un circuito el¶ectrico RSJ [es decir, la juntura
Josephson caracterizada por la ecuaci¶on (4.56)] se considera que la corriente aplicada I
tiene adem¶as del t¶ermino dc una parte alterna I = Idc + Iac cos (!t), el circuito RSJ se
puede estudiar en t¶erminos de la frecuencia ! de la corriente alterna aplicada; dando as¶³
lugar al fen¶omeno de \cerrado" o \bloqueo" de la fase Á [24]. Este hecho conduce a que el
gr¶a¯co de la corriente Idc en funci¶on de la diferencia de potencial V muestre una estructura
escalonada. Es decir, estos escalones se producen si el promedio en un ciclo de la variaci¶on

de la fase iguala a un n¶umero entero de la frecuencia externa
D
_Á
E
= n!. Si ahora tenemos

en cuenta las °uctuaciones t¶ermicas, la evoluci¶on de la fase est¶a gobernada por la ede (4.57).
Entonces estamos en presencia de un proceso markoviano no estacionario 2¼-peri¶odico. En
este caso la diferencia de potencial viene dada por

V

RI0
=

D
_Á
E
=
1

¡

Z ¡

0

dt

Z 2¼

0

_ÁPas(Á; t) dÁ; ¡ = 2¼=!:

De aqu¶³ se puede observar que los escalones de Shapiro son redondeados cuando la tempera-
tura es distinta de cero [25].

Excursus. (Resonancia estoc¶astica.) El concepto de \Resonancia Estoc¶astica" se in-
trodujo para describir la coincidencia de dos tiempos caracter¶³sticos en un sistema estoc¶astico
multiestable modulado peri¶odicamente en el tiempo. Una de esas escalas es el tiempo es-
tablecido por el per¶³odo de la modulaci¶on externa: 2¼=!; la otra es el tiempo \entre saltos"
inducido por las componentes estoc¶asticas del sistema (por ejemplo, el tiempo de activaci¶on
de Kramers ¿K). Originalmente este concepto fue introducido para procesos markovianos
pero tambi¶en es posible generalizarlo a sistemas no markovianos. Obviamente en estos casos
se introduce la competencia con una tercera escala de tiempo: la memoria no Markoviana.
Es interesante acotar que el t¶ermino \Resonancia Estoc¶astica" fue originalmente introducido
en un esfuerzo por descubrir los mecanismos que explicaran el per¶³odo de ocurrencia de las
eras glaciales en el planeta Tierra [26]. Existen muchas t¶ecnicas matem¶aticas para estudiar
este tipo de procesos markovianos no estacionarios 2¼-peri¶odicos. En particular, es posible
analizar e¯cientemente este fen¶omeno en el contexto de la integral de caminos [27].
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Ap¶endice H

Fractales

H.1 Objetos autosimilares

El monumental trabajo de B.B. Mandelbrot,1 gener¶o una innumerable cantidad de inves-
tigaciones a partir del concepto de dimensi¶on fractal. No pretendemos hacer aqu¶³ una in-
troducci¶on al estudio de tan vasto y complejo tema de investigaci¶on, sino dar los elementos
m¶³nimos necesarios para motivar al lector en el estudio de este tema tan apasionante.2

Un objeto es autosimilar si est¶a formado por partes que son similares al todo. Los obje-
tos autosimilares se pueden \construir" mediante reglas iterativas o k generaciones deter-
min¶³sticas a partir de un \generador" inicial dado. En general, si ampli¯camos [agrandamos]
parte de la generaci¶on k-esima, encontraremos el mismo objeto de la generaci¶on k ¡ 1. El
ejemplo m¶as simple es el conjunto de Cantor. En la ¯gura (H.1) se muestran 4 generaciones
de dicho conjunto. As¶³, por ejemplo, si en la generaci¶on k = 2 ampli¯camos la parte derecha
del conjunto de Cantor en un factor de 3, vemos que se obtiene exactamente el mismo objeto
que el de la generaci¶on k = 1. ¶Este es un t¶³pico fractal determinista.3

Por otro lado, en la naturaleza existen objetos aleatorios que presentan caracter¶³sticas
autosimilares. A este tipo de objetos se les llama fractales aleatorios y ser¶an descritos,
brevemente, en la pr¶oxima secci¶on.

Para caracterizar un objeto autosimilar es necesario primero dar algunas de¯niciones.
Llamamos dE a la m¶³nima dimensi¶on euclidiana |del espacio| en donde podemos \em-
potrar" este \objeto" o fractal.4 En un espacio euclidiano el hipervolumen V (l) de un
objeto arbitrario se puede \medir" cubri¶endolo con \cajas" lineales de tama~no l. Es decir,
necesitamos N(l) \cajas" para cubrir un objeto dado y poder as¶³ medir V (l), o sea:

V (l) = N(l) ldE :

Puesto que el hipervolumen no puede depender de un cambio de unidad, en general podemos

1Ver, por ejemplo, el tratado The Fractal Geometry of Nature, New York, W.H. Freeman (1982).
2Otros libros que tambi¶en pueden consultarse para estudiar experimentos y simulaciones num¶ericas en el

contexto de la geometr¶³a fractal son: Fractals, J. Feder, N.Y., Plenun Press (1988); The Science of Fractal
Images, Eds. Heinz-Otto Peitgen and Dietmar Saupe, Berlin, Springer-Verlag (1988).

3Muchas veces a estos objetos se les llama \Monstruos", quiz¶as por su intr¶³nsica hermosura matem¶atica.
4En ingl¶es se dice: Embedding dimensi¶on dE .
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Figura H.1: Conjunto de Cantor; su dimensi¶on fractal es df = 0; 639 ¢ ¢ ¢. La l¶³nea continua
corresponde a la generaci¶on k = 0, la siguiente a k = 1 y as¶³ sucesivamente.

esperar que N(l) » l¡dE . Sin embargo, para objetos fractales se propone:

N(l) » l¡df : (H.1)

Si se cumple que df < dE, decimos que tal objeto es un fractal.
5 Entonces a partir de (H.1)

se in¯ere |luego de tomar el logaritmo| que

df = lim
l!0

lnN(l)

ln(1=l)

corresponde a la dimensi¶on cr¶³tica de Hausdor®-Besicovitch.6

Ejemplo. (Conjunto de Cantor.) Consideremos el fractal caracterizado en la ¯gura
(H.1). Se observa que para pasar de la generaci¶on k a la generaci¶on k+1 el factor de escala
de un segmento arbitrario es l = 1=3 y all¶³ el n¶umero de objetos autosimilares es N(l) = 2;
entonces df = ln 2= ln 3 = 0; 639 ¢ ¢ ¢. Ahora bi¶en, puesto que df < 1; se deduce que df es su
dimensi¶on fractal.

Ejercicio. (Generador triangular de Koch.) Consideremos el fractal caracterizado
en la ¯gura (H.2). Es decir, en cada iteraci¶on se reemplaza un segmento por el \generador"
que aparece en la iteraci¶on k = 1. Se observa que en la generaci¶on k la escala es l(k) = 3

¡k y
el n¶umero total de objetos autosimilares es N(l(k)) = 4

k: Luego, el \largo" total de la curva

en la generaci¶on k se puede calcular usando que k = ¡ ln l(k)
±
ln 3; es decir:

L(l(k)) = N(l(k)) l(k) =

µ
4

3

¶k
=

µ
4

3

¶¡ ln l(k)/ ln 3
= exp

Ã
ln

"µ
4

3

¶¡ ln l(k)/ ln 3
#!

= exp

µ·¡ ln l(k) ln (4=3)
ln 3

¸¶
= exp

³h
ln

¡
l(k)

¢¡ ln(4=3)/ ln 3
i´
=

¡
l(k)

¢1¡df :
Donde df = ln 4= ln 3 = 1; 2628 ¢ ¢ ¢ < 2 es su dimensi¶on fractal. Claramente, en el l¶³mite
l(k) ! 0 la longitud total: L(l(k)) = N(l(k)) l(k); no es una cantidad ¶util. Muestre |de

forma an¶aloga| que N(l(k)) = l
¡df
(k) :

Ejemplo. (Generador cuadrado de Koch.) Consideremos el fractal de la ¯gura (H.3).
Es decir, en cada iteraci¶on se reemplaza un segmento por el \generador" que aparece en la

5En general se tiene dT < df < dE ; donde dT es la dimensi¶on topol¶ogica del objeto en estudio. Es decir,
dT = 0 para un conjunto de puntos desconectados; dT = 1 para una curva; dT = 2 para una super¯cie;
dT = 3 para un cuerpo s¶olido.

6Ver referencia en la nota (1).
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Figura H.2: Curva de Koch con generador triangular; su dimensi¶on fractal es df = 1; 2628 ¢ ¢ ¢.

iteraci¶on k = 1. Se observa que el factor de escala es l = 1=3 y N(l) = 9; entonces
df = ln 9= ln 3 = 2. En este caso no obtenemos una dimensi¶on fraccionaria, pero s¶³ mayor
que la topol¶ogica dT = 1.

Pasemos ahora a mostrar ejemplos de fractales donde la dimensi¶on topol¶ogica del ob-
jeto en estudio es una super¯cie, o un cuerpo s¶olido. Las \carpetas" de Sierpinski, cuyos
generadores son super¯cies agujereadas, son ejemplos t¶³picos de super¯cies fractales.

Figura H.3: Curva de Koch con generador cuadrado; en este caso df = 2:

Ejemplo. (Carpeta triangular de Sierpinski.) Consideremos el fractal caracterizado
en la ¯gura (H.4). Es decir, en cada iteraci¶on se reemplaza una \super¯cie" triangular
por el \generador" que aparece en la iteraci¶on k = 1. Se observa que para pasar de la
generaci¶on k a la generaci¶on k + 1 el factor de escala es l = 1=2 y N(l) = 3; entonces
df = ln 3= ln 2 = 1; 585 ¢ ¢ ¢ < 2 es su dimensi¶on fractal.

Ejemplo. (Carpeta de Vicsek.) Consideremos la super¯cie fractal caracterizada en la
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Figura H.4: Carpeta triangular de Sierpinski, su dimensi¶on fractal es df = 1; 585 ¢ ¢ ¢ :

¯gura (H.5). En cada iteraci¶on se reemplaza una \super¯cie" cuadrada por el \generador"
que aparece en la iteraci¶on k = 1. Se observa que para pasar de la generaci¶on k a la
generaci¶on k + 1 el factor de escala es l = 1=3 y N(l) = 5: Entonces df = ln 5= ln 3 =
1; 4649 ¢ ¢ ¢ < 2 es su dimensi¶on fractal.

Figura H.5: Carpeta de Vicsek; su dimensi¶on fractal es df = 1; 4649 ¢ ¢ ¢

Ejercicio. (Cuerpo s¶olido de Sierpinski.) Considere la carpeta cuadrada de Sierpinski
que se muestra en la ¯gura (H.6). Se observa que para pasar de la generaci¶on k a la generaci¶on
k + 1 el factor de escala es l = 1=3 y N(l) = 8; entonces df = ln 8= ln 3 = 1; 8927 ¢ ¢ ¢. A
partir de este fractal \super¯cial" construya su generalizaci¶on para un cuerpo s¶olido fractal,
muestre en ese caso que la dimensi¶on fractal del objeto generado es mayor que 2 y est¶a dada
por df = ln 10/ ln 3 < 3:

H.2 Objetos estad¶³sticamente autosimilares

Hemos mencionado que en la naturaleza aparece de manera natural el concepto de objeto
autosimilar aleatorio. Las interfases rugosas, el frente de avance de las llamas, los per¯les
de una costa [ver el mapa del sur de Chile, por ejemplo], el contorno de las nubes en un d¶³a
soleado, las rami¯caciones de los r¶³os, etc., son algunos de los muchos ejemplos de objetos
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Figura H.6: Carpeta cuadrada de Sierpinski; su dimensi¶on fractal es df = 1; 8927 ¢ ¢ ¢ :

autosimilares con caracter¶³sticas aletorias.
En general, si centramos nuestra atenci¶on en situaciones estoc¶asticas, es decir, si estu-

diamos pe, podemos introducir f¶acilmente el concepto de fractal aleatorio clasi¯cando la
\rugosidad" de una realizaci¶on estoc¶astica.

En la secci¶on (3.11), cuando se estudi¶o el espectro de potencia de un pe introdujimos la
de¯nici¶on de pe escalante; precisemos nuevamente este concepto. Por ejemplo, consideremos
la probabilidad condicionada del proceso difusivo de Wiener P [X(t) j X(t0)]. En este caso
es f¶acil veri¯car que se cumple la relaci¶on

P
h
¤1=2X(¤t) j ¤1=2X(¤t0)

i
= ¤¡1=2P [X(t) j X(t0)] ; 8¤ > 0:

Como ya se coment¶o en el cap¶³tulo 3, esta propiedad tambi¶en se puede analizar en t¶erminos
de su correspondiente funci¶on caracter¶³stica:

GX(
k

¤1=2
;¤t) = GX(k; t):

Es decir |en distribuci¶on| las realizaciones del pe cumplen una invariancia de escala. Este
hecho lo hemos denotado diciendo que el pe X(t) satisface la relaci¶on de escala:

X(¤t)/¤1=2 = X(t):

¶Este es el punto de partida para calcular \mec¶anicamente" la dimensi¶on fractal asociada
al \dibujo" de una realizaci¶on de un pe. Sin embargo, por la naturaleza misma de fractal
aleatorio, la transformaci¶on de escala en el eje X es diferente de la transformaci¶on de escala
en el eje temporal; como consecuencia de esto, la de¯nici¶on de dimensi¶on fractal |de un
objeto estad¶³sticamente autosimilar| no es ¶unica.7 Para mostrar este hecho procedemos
de la siguiente forma. Primero supongamos que para un proceso arbitrario se cumple la
relaci¶on de escala

X(¤t)/¤H = X(t): (H.2)

Calculemos la dimensi¶on fractal asociada con la operaci¶on de \cubrir" una realizaci¶on del
pe X(t) que satisface la relaci¶on de escala (H.2). Una posible manera de calcular esta

7Ver referencia en la nota (1), o B.B. Mandelbrot, Physica Scripta 32, 257, (1985).
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cantidad es \contando" el n¶umero de paralelogramos [de alto m¶³nimo a y ancho m¶³nimo
¿; en la direcci¶on de los ejes X; t respectivamente] necesarios para cubrir completamente
la realizaci¶on. Supongamos que T es el tiempo de duraci¶on de la realizaci¶on, entonces
necesitamos T /¤¿ segmentos para cubrir todo el eje temporal. Por otro lado, usando (H.2)
se observa que el rango en el intervalo temporal ¤¿ es del orden (tomando X(0) = 0)

¢X(¤¿) ´ X(¤¿)¡X(0) = ¤H ¢X(¿): (H.3)

Es decir, en cada segmento ¤¿ el rango de variaci¶on en el eje X est¶a caracterizado por la can-
tidad ¢X(¤¿) = ¤H ¢X(¿); de donde se deduce que necesitamos \apilar" ¤H ¢X(¿)

±
¤a

\cajas" de alto ¤a para cubrir tal variaci¶on. Entonces el n¶umero total de \cajas" necesarias
para cubrir este objeto viene dado por

N (¤; a; ¿) = ¤H ¢X(¿)

¤a
£ T
¤¿

» ¤H¡2:

Luego, de (H.1) se in¯ere que la dimensi¶on fractal es

DB = 2¡H < 2: (H.4)

Note que en este an¶alisis hemos usado el argumento de que las \cajas" m¶³nimas son peque~nas
con respecto a la duraci¶on temporal T y el rango de la realizaci¶on, es decir ¿ ¿ T y

a ¿ ¢X(¿); respectivamente. Si ¶este no es el caso, o sea, si a »
*
¢X(¿)2

®1=2
s¶olo es

necesario poner una caja para cubrir el rango en un segmento ¤¿; de donde se deduce que
N (¤; a; ¿) = 1£ T / (¤¿) » ¤¡1, entonces D = 1: Es decir, en este caso no se obtiene una
dimensi¶on fractal. Entonces este c¶alculo s¶olo tiene sentido en el l¶³mite de alta resoluci¶on, o
sea que la dimensi¶on fractal DB es una cantidad local.

8 Otra posibilidad es calcular el largo
de la curva en lugar de calcular el cubrimiento de la realizaci¶on. Para tal efecto procedemos
de otra forma.

Para objetos autosimilares aleatorios, como las costas en un mapa, suele usarse una
\regla" de longitud ± para calcular el largo total de la realizaci¶on. Es decir, la contribuci¶on
a la longitud total medida sobre la realizaci¶on del pe X(t) se efect¶ua con una \regla" de
longitud ± para abarcar una porci¶on caracterizada por el segmento temporal ¤¿ ; en este
caso se tiene |por el teorema de Pit¶agoras| que

± =

s
(¤¿)2 +

µ
¢X(¤¿)

a

¶2

=

s
(¤¿)2 +¤2H

µ
¢X(¿)

a

¶2

: (H.5)

Observe que en el segundo t¶ermino de esta expresi¶on hemos usado (H.3); aqu¶³ a mide la
unidad en el eje X. Luego, en el l¶³mite de a peque~no se in¯ere que el t¶ermino dominante
est¶a dado por

± » ¤H : (H.6)

Note que en este caso, cuando colocamos \la regla", de longitud ±, sobre la realizaci¶on, ¶esta
queda casi \paralela" al eje X. Entonces el n¶umero de reglas, de longitud ±, necesarias para
medir el objeto viene dado por

N (±) = T
¤¿

» ¤¡1 » ±¡1=H ;

8En ingl¶es a esta dimensi¶on fractal se le llama Box dimension [dimensi¶on de caja].
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donde hemos usado (H.6). Nuevamente, usando (H.1) se deduce que la dimensi¶on fractal de
\comp¶as" tiene el valor9

DD =
1

H
: (H.7)

Si la escala en el eje X no es peque~na, o sea, ¢X(¤¿)¿ a; el segundo t¶ermino en (H.5)
no es el dominante; entonces ± » ¤1; con lo cual N (±) » ¤¡1 » ±¡1; de donde se deduce que
la dimensi¶on aparente es D = 1. Es decir, para un mismo objeto autosimilar aleatorio aqu¶³
hemos presentado al menos tres dimensiones diferentes: DB = 2¡H, DD = 1=H y D = 1.
En general, dado un objeto estad¶³sticamente autosimilar y ¯jado el mecanismo de \medida",
el inter¶es est¶a en representar gr¶a¯camente el lnN(l) en funci¶on de ln(l) para calcular as¶³ su
pendiente (dimensi¶on fractal).

Ejemplo. (Proceso browniano.) El proceso de Wiener cumple una relaci¶on de escala
de la forma (H.2) con H = 1=2; entonces, usando (H.4) y (H.7) obtenemos las siguientes
dimensiones fractales: DB = 3=2, DD = 2. En la secci¶on (3.6.1) se coment¶o que B.B. Man-
delbrot introdujo una generalizaci¶on del proceso deWiener, que llam¶omovimiento browniano
fraccionario.10 La ventaja de este proceso es que permite variar la rugosidad de la realiza-
ciones controlando su correlaci¶on. En particular, B.B. Mandelbrot acu~no el uso del expo-
nente H 2 (0; 1) para caracterizar la relaci¶on de escala (H.2); cuando H » 0 la realizaci¶on es
extremadamente rugosa [el proceso parece un ruido blanco], mientras que paraH » 1 la reali-
zaci¶on es suave, el caso H = 0; 5 corresponde al proceso difusivo normal. En la ¯gura (H.7)
se muestran distintas realizaciones del proceso fBm para tres valores de H; obteni¶endose as¶³
distintas dimensiones fractales. Tambi¶en es posible comprobar que la dispersi¶on del proceso
fBm est¶a caracterizada por el comportamiento

*
X(t)2

®
/ t2H . Por otro lado, la correlaci¶on

persistente-antipersistente est¶a caracterizada por h¡X(¡t)X(t)i/
*
X(t)2

®
= 22H¡1 ¡ 1:

Ejercicio optativo. (Proceso de L¶evy.) La distribuci¶on de probabilidad condicionada
del proceso de L¶evy11 est¶a caracterizada por la funci¶on caracter¶³stica

GX(k; t) / exp (¡C t j k j¹) ; 8t > 0;

donde C > 0 es una constante y ¹ 2 (0; 2]: El caso ¹ = 2 corresponde a un proceso
gaussiano, ¹ = 1 corresponde a la distribuci¶on de Cauchy [ver secciones (1.4.2) y (6.2.2)],
etc. En general, este proceso cumple una relaci¶on de escala de la forma (H.2) con H = 1=¹.
Muestre que se pueden de¯nir las siguientes dimensiones fractales para el proceso de L¶evy:

DB = 2¡ 1=¹ ; 8¹ 2 [1; 2]
DD = ¹ ; 8¹ 2 (0; 2]:

Note que, dependiendo del valor de ¹; no est¶an de¯nidos los momentos del pe; sin embargo,
s¶³ se pueden calcular momentos fraccionarios. Desafortunadamente este c¶alculo es no local,
raz¶on por la cual su an¶alisis es m¶as dif¶³cil. Por ejemplo, suponiendo un dominio positivo
para X use

1

X1¡¯ =
1

¡(1¡ ¯)

Z 1

0

»¡¯ e¡»X d»; 0 < ¯ < 1;

9En ingl¶es a la dimensi¶on DD se le suele llamar Divider dimension o Compass dimension.
10En ingl¶es suele denotarse por la sigla fBm.
11Ver los excursus de las secciones (3.14) y (6.2.3), y nota (33) en la secci¶on (8.5.1).
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Figura H.7: Realizaciones del proceso fBm para tres valores distintos de H; en la realizaci¶on
(a) H = 0; 2; (b) H = 0; 5 y (c) H = 0; 8: Entonces, los correspondientes valores para la
dimensi¶on fractal de \caja" son (a) DB = 1; 8; (b) DB = 1; 5 y (c) DB = 1; 2.

para demostrar que los momentos fraccionarios se pueden estudiar en t¶erminos de la funci¶on
caracter¶³stica GX(k) ´

*
eikX

®
; mediante la f¶ormula

*
X¯

®
´

Z 1

0

X¯ P (X) dX =
¡1

¡(1¡ ¯)

Z 1

0

»¡¯
dGX(k = i»)

d»
d»:

Excursus. (Difusi¶on an¶omala en redes fractales.) A partir del reconocimiento de
que las redes fractales son buenos candidatos para modelar sistemas desordenados, el estudio
de la din¶amica de un RW sobre una estructura fractal ha sido una t¶ecnica importante en
el an¶alisis de la difusi¶on an¶omala. Frecuentemente suele caracterizarse el comportamiento
asint¶otico del segundo momento de un RW sobre una red no euclidiana (empotrada en
dimensi¶on dE) mediante la introducci¶on de un exponente d!; en la forma:

*
r(t)2

®
» t2=d! ; con dE > d! > 2;

en el caso euclidiano d! = 2. La raz¶on por la cual se obtiene un transporte subdifusivo
es que el RW est¶a restringido a un \volumen" reducido en la estructura fractal. Es ha-
bitual relacionar la dimensi¶on fractal d! con la informaci¶on topol¶ogica y din¶amica del RW
(representa la dimensi¶on fractal del RW en el sistema desordenado). Existen interesantes
conjeturas entre los diferentes exponentes que aparecen en la teor¶³a de difusi¶on an¶omala
sobre redes no euclidianas. Nuevamente la relaci¶on de Einstein permite establecer v¶³nculos
entre los exponentes cr¶³ticos est¶aticos y din¶amicos [ver, por ejemplo, el tratado sobre perco-
laci¶on y desorden de A. Bunde and S. Havlin en: Fractals and Disordered Systems, Berlin,
Springer-Verlag (1991)].

Ejercicio optativo. (Red de Bethe.) La red de Bethe o \¶arbol" de Cayley es una
estructura peculiar que permite estudiar anal¶³ticamente problemas no triviales de percolaci¶on
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en funci¶on del n¶umero de coordinaci¶on z. Esta red no es un fractal,12 sino que consiste en una
estructura |sin lazos| mediante la cual s¶olo hay un camino para ir desde un nivel13 j al p.
Para generar esta red procedemos de la siguiente forma. Consideremos un nivel arbitrario,
al que llamamos 0, a partir del cual emanan z \ramas" [de longitud unidad], entonces el
punto ¯nal de cada rama es un nuevo nivel [digamos el 1] y obtenemos as¶³ z niveles que
constituyen la primera \c¶ascara" del ¶arbol de Cayley. A partir de cada uno de estos niveles
generamos nuevamente z¡ 1 niveles [digamos el 2], de esta manera en la segunda c¶ascara se
tienen z(z¡ 1) niveles equivalentes, y as¶³ sucesivamente. El caso z = 2 corresponde a la red
euclidiana semin¯nita 1D. Generalice la red de Bethe agregando, ahora, los correspondientes
niveles negativos, considere entonces un RW en una red de Bethe in¯nita con n¶umero de
coordinaci¶on z y obtenga la funci¶on de Green de la EM asociada a este modelo homog¶eneo.
Ayuda: use el resultado presentado en el ejercicio optativo [Transiciones asim¶etricas] de la
secci¶on (6.3.3).

Ejercicio optativo. (Red \peine".) Una red \peine" es una estructura bidimensional
que permite estudiar anal¶³ticamente problemas no triviales de difusi¶on an¶omala. Obviamente
esta red no es un fractal, sino que consiste en una estructura peculiar en forma de \peine" en
la cual, por ejemplo, s¶olo hay difusi¶on en el eje x cuando y = 0: Para generar una din¶amica
de Markov sobre esta red peine de¯nimos la siguiente matriz de transici¶on (ver cap¶³tulo 6)

Hpeine = ¹x ±y;0
¡
E+
x +E

¡
x ¡ 2

¢
+ ¹y

¡
E+
y +E

¡
y ¡ 2

¢
´ ¹x ±y;0H

0
x + ¹yH

0
y:

Considere ahora la siguiente EM
_P =Hpeine ¢P:

Empleando la funci¶on de Green del problema en la direcci¶on y:

G =
£
u1¡ ¹yH0

y

¤¡1
;

y usando el t¶ermino ¹x ±y;0H
0
x ¢ P como \fuente" de la soluci¶on general, obtenga una ex-

presi¶on para la difusi¶on en el eje x; es decir, la probabilidad:

P(x; 0; t) ´< x; 0 j P(t) j 0; 0 > :

Observe que asint¶oticamente
P
xP(x; 0; t) » t¡1=2; es decir que P(x; 0; t) no est¶a norma-

lizada. Calcule el segundo momento del desplazamiento
*
x(t)2

®
: Ayuda: empleando las

variables de Laplace (t ! u) y Fourier (x ! k) las expresiones suelen ser m¶as f¶aciles de
manejar. Una buena referencia donde se presenta el an¶alisis de un RW de tiempo discreto
en este tipo de red se puede ver en: G. Weiss and S. Havlin, Physica A 134, 474, (1986).
>Se podr¶³a generalizar una red \peine" para que s¶³ sea una estructura fractal? >Qu¶e ocurre
si los \dientes del peine" tienen distintas longitudes14?

12Es posible veri¯car que la dimensi¶on de este objeto es in¯nita 8z > 2:
13Es importante destacar que en esta red no tiene sentido la distancia euclidiana, de ah¶³ que ahora hablamos

de nivel j o distancia qu¶³mica j ¡ p.
14La generalizaci¶on a una red peine con dientes desordenados se presenta en: S. Havlin, J.E. Kleifer and

G. Weiss, Phys Rev. A 36, 1403, (1987).
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